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INTRODUÇÃO 


A presente monografia tem por objetivo desenvolver os funda- 
mentos da geometria euclidiana com os métodos da álgebra linear. 


A geometria euclidiana pode ser apresentada axiomaticamente, 
no ensino universitário, quer através dos postulados que remontam 
a Euclides, sob a formulação devida a Hilbert, quer através da 
geometria projetiva ou da álgebra linear. Entretanto, o único 
método realmente viável, nos primeiros anos universitários, é o 
da álgebra linear. 


A dificuldade em apresentar a geometria pelos outros métodos 
que mencionamos acima explica, a nosso ver, por que o ensino 
à Bs 213 24: 2 dita 
universitário da análise matemática e da álgebra é feito com bases 
axiomáticas, enquanto o da geometria recorre, ou pelo menos re- 
corria até recentemente, a noções intuitivas provenientes do curso 
secundário, 


O ensino da geometria através da álgebra linear é de tal modo 


simples, põe tão claramente emevidência a essência dos fenóme- 
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adoção mesmo no curso secundário. Por outro lado, a aplicação 
da álgebra linear à geometria facilita a compreensão e o domínio 
da primeira teoria. Acreditamos que o emprégo generalizado dos 
métodos da álgebra linear no ensino da geometria no curso secun- 
dário é unicamente uma questão de tempo. 


A compreensão do texto pressupõe do leitor unicamente o 
conhecimento dos fundamentos da álgebra linear, que poderão ser 
adquiridos em qualquer dos livros mencionados na bibliografia. 


Limitamo-nos a considerar aspectos fundamentais que interes- 
sam imediatamente à geometria euclidiana, Ao leitor que deseje 
ampliar seus conhecimentos, principalmente sob o aspecto algé- 
brico da teoria, recomendamos o livro de J. Diéudonné, "Algèbre 
Linéaire et Géométrie Elémentaire", Hermann, Paris, 1964. 


A origem desta monografia encontra-se no curso que desenvol- 
vemos na Escola Politécnica da Universidade de São Paulo em 
1959 e 1960 e nas notas mimeografadas que então publicamos. O 
presente texto é baseado, em grande parte, no curso que minis- 
tramos no Instituto de Pesquisas Matemáticas da Universidade de 
São Paulo em 1964. 


Desejamos apresentar nossos agradecimentos aos Srs, João 
Affonso Pascarelli e Alcilea Augusto pela colaboração que pres- 
taram na redação de parte do texto e à Professóra Elza F., Gornide 
que leu os originais e contribuiu com valiosas sugestões. 


ESPAÇOS AFINS 


Neste capítulo introduzimos axiomaticamente a noção de soma 
de um ponto de um espaço E com um vetor de um espaço vetorial 
V. Em seguida, definimos em E várias noções que generalizam 
conceitos da geometria elementar. Assim, por exemplo, defini- 
mos em E a noção de variedade linear (generalização de retas e 
planos), paralelismo de variedades lineares, semi-espaços, sim- 
plexos (generalização de triângulos e tetraedros), etc. 


Entretanto, não definimos distância de 2 pontos de E. Dêsse 
modo, obtemos em E um modêlo das propriedades da geometria 
euclidiana que não dependem da noção de distância. Ao conjunto 
dessas propriedades é que se denomina geometria afim, Estuda- 
mos também um grupo de transformações naturalmente associado 
a E: o grupo das transformações afins, 


$1. Espaços Afins 


Seja V um espaço vetorial de dimensão finita n sôbre o corpo 
dos números reais R. 


Definição 1,1. Um conjunto não vazio E diz-se um espaçoafim 
associado a V se fôr dada uma aplicação de V X E > E que a cada 
par (X, A) € V x E faz corresponder um elemento de E, denotado 
com À + x, satisfazendo às seguintes condições: 


1) A+ (2 + Y) = (A+X) + Y para todo A € E e quaisquer que 
sejam Y e Y de V. 


2) Dados A,B € E, existe um único vetor Y € V talque B= A + 
+%. 


Os elementos de E chamam-se pontos do espaço afim; e os 
elementos de V, vetores Livres ou, simplesmente, vetores. O 
ponto A +% denomina-se soma do ponto A como vetor X, O único 
vetor X tal que B = A +X denomina-se diferença dos pontos Be A 
e será denotado por B- A, Portanto, quaisquer que sejam A, B € 
EE, B=A+(B-A). 


Dos axiomas 1) e 2) da definição 1.1 decorrem as seguintes 
propriedades, válidas quaisquer que sejam A,B, CCE e ZE V: 


3) A+0 =A. 


De fato, seja X € V tal que A +X =A. Então, (A+X)+0=A + 


+0. Por outro lado, (A +X) + O=A+(X+O)=A+RD=A, Logo, 


A= A +0. 

4) A-A=0,. 

Decorre de 3) e da definição de diferença de pontos. 

5) (A-B)+(B-C)=A-C. 

Pois 
C+((A-B)+(B-C)] = [C+(B-C)]+(A-B)= B+ (A-B) = A. 

6) A-B=-(B-A). 

Basta fazer C = A em 5). 

O vetor A + (-%) será designado com A -xX, 

7) (B-A)+X=(B+X)-A=B-(A-2X). 

A primeira igualdade segue-se de 

A + [(B-A) +7] = [A+(B-A)]+X = B+X 

e a segunda demonstra-se de modo semelhante. 


8) Regra do paralelogramo: se B-A=C-D, então B-C= A- 
=D: 


Com efeito, da hipótese obtém-se B= A +(C-D). Logo 


D+[(A+(C-D)-C]=D+[A-(C+(D-C)] = 
D+(A-D) = A, 


D+(B-C) 


Como exemplo de espaço afim, observamos que todo espaço 
vetorial V pode ser considerado um espaço afim associado a si 
mesmo (neste caso E = V). Basta definir a soma do ponto A € V 
com o vetor X € V como sendo a soma A + X de elementos de V, 
dada pela estrutura de espaço vetorial de V. 


Vamos agora introduzir a noção de variedade linear de um 
espaço afim que generaliza os conceitos de reta e plano da geome- 
tria elementar. 


Definição 1.2. Um subconjunto, não vazio, S de E diz-se uma 
variedade linear se existe um subespaço vetorial de V, denomina- 
do direção de Se designado a seguir com dir S tal que S é um 
espaço afim associado a dir S, em relação à operação (Y, A) € 
EdirSxS -A+X, onde A +Zindicaa soma do ponto À com o vetor Y 
considerados como elementos de E e V, respectivamente. 


A definição 1.2 implica que, tomado um ponto À € S, o conjun- 
to dos vetores X- A, onde X percorre S, coincide com o subespaço 
dir S. Em particular, o conjunto dos vetores X-A, XES, não 
depende da escolha do ponto A € S. 


Definição 1.3. A dimensão de uma variedade linear Sé a di- 
mensão do subespaço dir S. S denomina-se, respectivamente, 
uma reta, um plano ou um hiperplano, conforme sua dimensão seja 
um, dois oun-l. 


O subconjunto formado por um único ponto A € E é uma varie- 
dade linear cuja direcáo é o subespaco formado pelo vetor 0; a 
dimensão da variedade linear A é zero. Oespaçoafim E étambém 
uma variedade linear cuja direção é V; a dimensão de E é, por 
definição, a dimensão de V. De modo geral, seja V, © V um sub- 
espaço vetorial e A € E um ponto qualquer; o conjunto S dos pontos 
A + %, onde X percorre V, é, obviamente, uma variedade linear de 
direção V,. Se Ae B são dois pontos distintos de E, o conjunto 
dos pontos X= A +)(B- A), onde À percorre ocorpo real R, é uma 
reta que contém os pontos À e Be cuja direção é o subespaço ge- 
rado pelo vetor B- A, Esta é a única reta que contém os pontos 
Ae B, pois, se uma reta ” contém A e B, sua direção V, --cuja 
dimensão é um-- contém o vetor B- A # 0 sendo, portanto, o sub- 
espaço gerado pelo vetor B- A, e, então, Té necessariamente o 
conjunto dos pontos X= A + 1(B- A). 


Definição 1,4, A variedade linear S, diz-se paralela à varie- 
dade linear S, se dir S, dir Sg ou dir Są C dir 5. 


Da definição decorre que, se S, é paralela a Sa, então Sa é 
paralela a Si. Outra consequênciaimediata é que duas variedades 
lineares de mesma dimensão são paralelas se têm, e somente se 
têm, a mesma direção, É essa propriedade que justifica a deno- 
minação direção dada ao subespaço dir S associado à variedade 


linear S. 


Por um ponto À € E passa uma única variedade linear T para- 
lela a uma variedade linear dada S e de mesma dimensão que S. 
De fato, Té, necessariamente, a variedade dos pontos A +X, onde 


Y percorre dir S. 


Se S,, Sa e Sọ são variedades lineares de mesma dimensão e 
S, é paralela a Sa e S, é paralela a Sy, então S, é paralela a Sa, 


Verifica-se imediatamente que a interseção 0 S, de uma 
1€1 


família S,, 1 € 1, de variedades lineares de E é uma variedade 
linear cuja direção é o subespaço ; EE dir S,. Em particular, dado 
um conjunto F de pontos de E, a interseção H de tôdas as varie- 
dades lineares de E que contém F (existe pelo menos uma varie- 
dade linear que contém F que é o próprio espaço E) é uma variedade 
linear. E claro que H é a "menor" variedade linear que contém F 
no sentido de que H está contida em qualquer variedade linear de 
E que contém F. H denomina-se a variedade Linear gerada pelo 
conjunto F. 


Definição 1.5. Um conjunto F=(A,,..., Ap) de p +1 pontos 
de E diz-se linearmente independente se a variedade linear gerada 
por F tem dimensão p. 


Proposição 1.1. Se o conjunto (A,,..., Ap] de p + 1 pontos de 
E é linearmente independente, os vetores A, - Aj,..., Ak- - 
- Ak, Asi o Ag). «y Ap - À, são linearmente independentes qual- 
quer que seja A, 0<X<D, Reciprocamente, se existe um índice 
k, 0< ks<p, para o qual os vetores A, - A,,..., Ay-1 - Ay Akt T 
- Aços Ap - À, sejam linearmente independentes, o conjunto de 
pontos (A,,..., Ay] € linearmente independente. 


Demonstração. Seja F= [A,,..., Aj] e suponhamos que F 
seja um conjunto linearmente independente. Suponhamos, por 
absurdo, que exista um índice kh, 0 < % < p, para o qual os vetores 
Aa - Ars...) Aro 2 Ax Akri > Ag)» Ap - À, Sejam linearmente 
dependentes e seja V, o subespaço vetorial gerado por êles. Então 
dim V, $ p-l e a variedade linear S= (A, +X|x € V,] contém F 
--logo contéma variedade linear H gerada por F-- e tem dimensão 
< p-1, o que é contraditório, já que, por hipótese, dim H = p. 


Reciprocamente, se existe kh, 0 < % < p, para o qual os vetores 
As Aros Aco Ar, Aero Ag) ++») Ap- Az são linearmente inde ~ 
pendentes, seja V, o subespaco vetorial gerado por Eles (dim V, = 
=p) e ponhamos, como acima, S = (A, +X|x € V,}. Já que S 
contém F, HC S donde dir HC dir S, e como dim S = p, tem-se 


dim H <p. Por outro lado, se H contém F, dir H, certamente, 
conterá os vetores 


A, - A, 


A,- A , Ap de 


o kona Aa Ar Ar T Ay +++ 
e, portanto, o subespaco V,. Ora, dim V, = p, logo de V, € dirH 
segue-se dimH > p. As duas desigualdades dão dimH = p e, con- 
seqúentemente, F é um conjunto linearmente independente. 


Observe-se que, unindo as duas afirmações da proposição 1.1, 
conclui-se que, se os vetores A, - Apse; Api - Ag As T 
-Åk +., Ap- A, são linearmente independentes para algum A, Os 
< k <p, então o mesmo vale para qualquer A, 0Oskhs<p. 


Finalmente, como resultado imediato, enunciamos uma propo- 
sição a respeito da unicidade da variedade linear de dimensão p 
que contenha p + 1 pontos dados. 


Proposição 1,2. A condição necessária e suficiente para que 
exista uma única variedade linear de dimensão p(p < n) que contenha. 
p+1 pontos dados A,,..., A, é que o conjunto F=([A,,..., A) 
seja linearmente independente. 


Demonstração, Condição necessária. Se, por absurdo, a va- 
riedade linear H gerada por F tivesse dimensão < p- l1, sendo 
V, = dirH, seria possível construir dois subespaços vetoriais Vi 
e Vo tais que: V, A Va, dimV, =p e V,CV, t=1,2. Pondo 
S, = {A, +| € Viji =1,2, teríamos construído duas variedades 
lineares S, e Sa, distintas, de dimensão p e contendo F, pois 
ambas contêm H. Isso contradiria a hipótese de unicidade; logo, 
dimH = p e o conjunto F é linearmente independente. Como es- 
cólio, conclui-se que H é esta única variedade. 


Condição suficiente. Suponhamos F linearmente independente, 
isto é, se H é a variedade linear gerada por F, dimH = p e sejaS 
uma outra variedade linear de dimensão p contendo F. Provemos 
que S= H. De fato, por definição, se S contém F, H C S, donde 
dir H C dir 5; como êstes espaços vetoriais têm ambos dimensão p, 
temos dir H = dir 5, mas H e S, tendo pontos comuns e mesma 
direção, devem portanto coincidir. 


Sejam (Aç,..., A,) uma seqüência de pontos de E e (A,,..., Ap) 
P 
uma sequência de escalares tais que À = y A É O. Escolhido o 
i=o 


ponto 0 € E, definimos o ponto G do seguinte modo: 


P 
G=0+4 Y (A-0) [1.1] 


=0 


Aparentemente, o ponto G depende da escolha do ponto 0. Ve- 
jamos que, na realidade, G não depende de 0. Para tanto, seja 
0' € E um ponto qualquer, em relação ao qual definimos o ponto 
G' como em [1.1] 


P 
Gl = o +t y di (A; -0') 


í=0 
ou seja 


p p 
G' = 0+(0'-0) +} y MlA, - 0) + <:(0- 0") 7 u = 


i=o =0 


p 
= 0+ Y AA, -0) ES 


i=0 


Isso significa que o ponto G depende somente das sequências 
(Aos. ..> Ay) e (Nose Ap)» 


Definição 1.6. G chama-se baricentro dos pontos A,,..., Ap 
afetados de massas Ao,» .., Ape 


Observemos que se Gé o baricentro dos pontos A,,..., A, 
afetados das massas À,,..., Ap, G será tambémo baricentro dos 
mesmos pontos À,,..., A, afetados de massas |L,,..., Hp que go- 
zam da propriedade de ter soma igual a 1. Basta fazer 


Ay 
o 


qu 
il 
o 


My = reet’ Po 


Usaremos o símbolo LA, +... +HpA, para denotar o baricen- 
tro dos pontos A,,..., Ap afetados de massas |L,,..., Hp, Sempre 
que 


Ao baricentro de dois pontos A, Ay, afetados de massas À, = 
= A = 1, chamaremos ponto médio do par (A,, A). O ponto médio 


do par (A,, A,) será, portanto, o ponto ta, +5 Ar 


Introduziremos, a seguir, a noção de sistema de coordenadas 
de um espaço afim. 


Definição 1.7, O par (0,€,,..., &) formado por um ponto 0 € E 
e uma base (8,,..., &) de V denomina-se um sistema de coorde- 
nadas de E. Diz-se que 0 é a origem do sistema de coordenadas. 


Dados um sistema de coordenadas (0,8,,..., 8&) e um ponto 
X € E, as componentes do vetor X-0emrelação abase (8, , ..., 8,) 
denominam-se coordenadas do ponto X nesse sistema de coorde- 
nadas. Mais precisamente, a componente do vetor X- 0 em rela- 
ção ao vetor &, denomina-se i-ésima coordenada de X. Istoé, se 
(Si, + .+., Xn) São as coordenadas de X, então X- 0 =x;8, +... + Xção 


Proposição 1.3. Sejam (Xz, +e., Xn) € (W,..., Y) as coorde- 
nadas de dois pontos X e Y de E. O vetor X- Y tem componentes 
(A, - Y)... , Xn- Y.) em relação abase (8, ,..., Ep). Se Té o vetor 
de componentes (u,,..., Un), o ponto X +U tem coordenadas (x, + 


HU ad ro DIR 
Demonstração. A primeira afirmação segue-se de: 
v= X-Y = (X-0)-(Y-0) 


Logo, as componentes de D serão v; = x -W (1 =1,...,7), isto 


A 


é, X-Y = (0, -Yr,.-., a Yn)- 
A segunda é conseqúéncia de: 
X+Z = 0+(X-0)+ 
e, portanto, 


(X+7)-0 (X-0) +. 


isto é, as coordenadas de X + Q são (X, tU,,..., Xa t Un), e apro- 
posição fica demonstrada. 


Sejam (0,8,,..., Z) e (0!,€!,..., 8/) dois sistemas de coor- 
denadas de um espaço afim E. Um ponto X € E tem coordenadas 
(X,,++.+», Xa) no primeiro sistema e(xj,..., Xa) nosegundo. Vamos 
investigar que relação existe entre as coordenadas (xi) e (x,). 


Para isso, seja las, ll a matriz de mudanca da base (8,,..., 8) 


para a base (8],..., &!), isto é, 2j = 7 41,581 Suponhamos ainda 


1=1 
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que as coordenadas de 0! no sistema (0, Z}, |.. , Za) sejam (bi; so., Òa)o 
Como 


X-0 = (X'-0') + (0'-0), 


vem 
n n a 
Du) a e Da 
1=1 1=1 1=1 
donde 
n n n n 
Jiz = de as E, + Y az, 
DL i=1 J=1 1=1 
Logo 
n 
x, = 3 Qi aj + dy [1.2] 
j=1 


que são as fórmulas de mudança de coordenadas em um espaço 
afim. 


Seja Sc E uma variedade linear de dimensão p. Vamos dedu- 
zir as equações da variedade linear S em relação ao sistema de 
coordenadas (0,8,,..., &) de E. Denotaremos por V* o espaço 
dual de V. 


Sejam V, a direção de S, WC V* o subespaço anulador de V, 
e (m,..., Q-p) uma base de W. Em outras palavras, sejam 
CG, e. Q-ps -pformas linearmente independentes que se anu- 
lam em todos os vetores de V,. Então um vetor U de V pertence a 
V, se, e somente se, a(D)=0 para todo i, L=1,...,n-p. 


Pôsto isto, se B é um ponto da variedade linear S, a condição 
necessária e suficiente para que umponto X € Eestejaem S é que 


a (X-B) = 0 a AS E [1.3] 


As relações [1.3], escritas emtérmos de coordenadas, serão 
as equações de S. Sejam, portanto, (x,,..., Xa) as coordenadas 
de Xe (b,,..., b,) as coordenadas de B no sistema (0,8,,..., 2) 
e suponhamos que a, (£,) =Q comis=1,...,n-pe J=1,...,2; 
entáo 


a(X-B) = a&i- b) +... Fana- a), lsisn-p. 


Fazendo 0,1b, +... +Anh=C l<xisn-p, as relações [1.3] 
escrevem-se como: 


Mt. FOX, = Cy L= 1,...,n-D [1.4] 
que são as equações procuradas. 


Não é difícil demonstrar que vale a recíproca no seguinte sen- 
tido: dada a matriz lell, (n-p)xn, tal que as formas lineares 
definidas pelas linhas da matriz na base (8,,..., €,) sejam linear- 
mente independentes* e uma sequência den - p escalares (Cj, .«..,Cp-p), 
as equações [1.4] definem uma variedade linear de dimensão p. 


Exercícios 
1) Demonstrar que (B-A) +X=B-(A-X). 


2) Por três pontos de um espaço afim, não pertencentes a uma 
mesma reta, passa um único plano. 


3) Sejam S, e Sa duas variedades lineares tais que $, N Sar Í. 
Demonstrar que S, N Sa é uma variedade linear cuja direção é a 
interseção das direções de S, e Sa. 


4) Num espaço afim de dimensão 3, uma reta e um plano não pa- 
ralelos têm um único ponto em comum. 


5) Num espaço afim de dimensão 4, a interseção de dois hiper- 
planos não paralelos é um plano. 


6) Sejam S, e Sz duas variedades tais que dir S O dir Sa = V. 
Então S, e Sa têm um único ponto comum. 


7) Dois planos não paralelos de um espaço afim de dimensão 4 
têm, em comum, ou um único ponto ou uma reta. 


8) Demonstrar que, em um espaço afim de dimensão 4, existem 
uma reta e um plano, não paralelos, que não têm ponto comum. 


9) Uma condição necessária e suficiente para que um conjunto de 
p+1 pontos (p < n) seja linearmente independente é que não esteja 
contido em alguma variedade linear de dimensão p -1. 


t Isto equivale a dizer que a matriz tem pósto n - p. 
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10) Seja (A,,..., A} um conjunto linearmente independente de 
P + l pontos, com p <xn. O lugar geométrico dos baricentros dos 
pontos A,,..., A, afetados de massas arbitrárias é a variedade 


linear de dimensão p que contém tais pontos, 


; 1 l 1 PRA 241 E 
11) Demostrar que 3 A, +34, +3Ag =5A, +36 A, +2A2)=%A, + 


+ 3 G A, + LAs) = LAz +A, +54). Aplicar éste resultado para 


demonstrar que, dados trés pontos de um espaco afim, as trés 
retas que unem cada ponto ao ponto médio do par formado pelos 


3 e encontrar am um menta 
outros dois pontos se cncontram em um ponto. 


12) Demonstrar que LA, +44, +LA, +La, = La, + A, +A + 


1 I l Eal 1 1,1 1,1 
+3Ag)=... =Z(ZA, +74) +7(7Az +ZA2)=Z (A, +t Aat A, + 


+4 As =... Enunciar um teorema de geometria correspondente 
a êste resultado, como foi feito no exercício (11) (o teorema afir- 
ma que 7 retas têm um ponto comum! ), 


13) Sejam A, Be C, respectivamente, os pontos de coordenadas 
(0,2), (4,0) e (2,4), em relação a um sistema de coordenadas de 
um plano. Seja D o ponto de encontro das retas AB e C0, onde 0 
é a origem do sistema de coordenadas. Escrever as equações de 
mudança de coordenadas para um nôvo sistema, cuja origem seja 
D e (C-D, A-D)a base. 


14) Em relação a um sistema de coordenadas de um espaço afim 
de dimensão 4, sejam A, B, C os pontos de coordenadas (1, 0, 0, 0), 
(0, 1, 0, 0) e (0, 0, 1, 0). Quais são as equações do plano que passa 
por A, Be C? 


$2. Noções que Dependem da Relação de Ordem dos Números 
Reais 


No parágrafo precedente, nenhum uso foi feito da relação de 
ordem dos números reais e tôdas as propriedades podem ser enun- 
ciadas e são verdadeiras quando os escalares pertencem a um outro 
corpo qualquer. Vamos, neste parágrafo, estudar noções geomé- 
tricas em cujas definições se faz uso da relação de ordem dos es- 
calares. Começaremos definindo p --simplexo que generaliza, 
para espaços de dimensão qualquer, as noções de segmento, 
triângulo e tetraedro da geometria elementar. 


Seja (A,,..., Aj] um conjunto de p + 1 pontos, linearmente 
independente. 


Definição 1,8, O conjunto [A,,..., A,] dos baricentros AA, + 
+..o +À A, tais que À, >0, 1=0,..., Pp, denomina-se p-simple- 
xo de vértices A,,..., Ap. 

Quando p= 1, o 1 - simplexo [A,, A, ] denomina-se segmento de 
extremidades A, e A. Um 2 - simplexo e um 3 - simplexo denomi- 
nam-se, respectivamente, triângulo e tetraedro, Para qualquer 


subseguência (A,,..., Aj) da seqúéncia(A,,..., Ap), 0% - simple- 
xo CA stas Aj] denomina-se face do P - simplexo [A,,..., Ap]. 
Quando o p- simplexo é um triângulo, as faces de dois vértices 


chamam-se também lados do triángulo. 


Proposição 1.4, 0 p-simplexo [A,,.. 
junto K dos pontos P € E da forma 


., A ]£ igual ao eon- 


P = A + AEA) +... + Qp(A, -Aç), 
com 


Osa sl, ¿= l., peo0s y a sl. 


Demonstração. Seja P um ponto de [A,,..., Ap]. Pela fór- 


mula[1.1], fazendo 0= A,, existem escalares À, 2 0, com A =l 
=o 
tais que 
p 
P= AH ) M(A-A) 
1=1 


P 

Como 0s sle0s< 7 A Sl, vem P € K. Reciprocamente, se 
dE 

P E€ K, a fórmula 


P = A, +om(A A) +... + op(A, - Aj) 


mostra que P é o baricentro dos pontos A A, afetados de 


P 
massas l- X Qis Al, s.e., Ap, CUja soma é 1 e que são tódas não 


Us P 


i=1 
negativas. 


Em particular, o segmento de extremidades A, e A, é oconjun- 
to dos pontos A, +ta(ÃA, - A), com 0 sas. 
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Suponhamos, agora, que a dimensãode Eseja n>21, Seja Hum 
hiperplano de E e chamemos de K seu complementar em E. To- 
memos uma forma linear q # O pertencente ao subespaco anulador 
de dir H; q é uma base dêsse subespaço. Dado um ponto 0 € H, 
um ponto X € E pertence a H se, e somente se, a(X- 0) = 0. Se- 
jam A e B dois pontos distintos de K, então a(A-0)% 0e a(B-0)% 
É 0. 


Proposição 1.5. O segmento [A, B] não encontra H se, e sd- 
mente se, q(A- 0) e a(B - 0) têm o mesmo sinal. 


Demonstração. Seja X=A+MB-A), 0<A<1, um ponto de 
LA, B]. Como 


X-0 = A-0+A[(B-0)-(A-0)] = (1 -A)MA-0) + 2(B-0), 
vem 
a(X-0) = (1-14) «A -0) + Aa(B - 0). [1.5] 


Ora, Ae 1-4 são ambos não negativos e não se anulam ao 
mesmo tempo. É claro, portanto, que se: q(A -0) e a(B - 0) têm 
o mesmo sinal, a(X-0) é diferente de zero, ou seja, Xnão perten- 
cea H. Por outro lado, o segundo membro de [1.5] anula-se 

a(a - 0 
para A = A-0) -alB -07 * 
contrários, êste valor de À estará compreendido entre 0 eleo 
segmento [A, B] encontrará H em um ponto. 


Se q(A-0) e a(B-0) tiverem sinais 


Vamos introduzir em K uma relação de equivalência: dados 
dois pontos A, B € K, dizemos que A é equivalente a B --e escre- 
vemos A ~ B-- se A= B ou, sendo Af B, o segmento [A, B] não 
encontra H. Da proposição 1,5 segue-se que A ~B se, e somente 
se, o(A-0) e a(B - 0) têm o mesmo sinal. Isso implica, facil- 
mente, que a relação definida é, na realidade, uma relação de 
equivalência, 


Mostremos agora que existem, exatamente, duas classes de 
equivalência. De fato, seja X% € V um vetor não pertencente à di- 
reção de H. Os pontos C= 0 +Xe C'=0-X pertencem a Ke não 
são equivalentes, pois 0 pertence ao segmento [C, C']. Pela pro- 
posição 1.5, todo ponto de K é equivalente a C ou a C'. 


Definição 1.9. Cada classe deequivalência de K, pela relação 
de equivalência definida acima, denomina-se semi-espaço deter- 
minado pelo hiperpiano H. 


Quando a dimensão de E fôr | ou 2 usaremos, respectivamen- 
te, os têrmos semi-reta ou semi-plano para designar um semi-espa- 
ço. 


Seja V um espaço vetorial. No conjunto V- (0), a relação 
BD = ME, com À >0, é uma relação de equivalência. Cada classe 
de equivalência denomina-se semi-reta vetorial. É claro que tôda 
reta de V (subespaço de dimensão 1) contém duas semi-retas dis- 
tintas, que são ditas semi-retas opostas. 


Seja r uma reta de um espaço afim E e r} uma semi-reta con- 
tida em 7, determinada pelo ponto P € R. Dizemos, neste caso, 
que 7, é uma semi-reta de origem P. Seja Q € 7”, um pontode r,e, 
portanto, distinto de P. Vamos mostrar que 7, é o conjunto dos 
pontos X tais que X= P +1(Q-P), com À >0. De fato, seja q #0 
uma forma linear da direção de 7. Comodir [P]= {0}, q perten- 
ce ao anulador de dir P. Para todo X€r, X-P =1A(Q-P). Por 
outro lado, X € 7 se, e sómente se, a(X- P) e «(O - P)tém omes- 
mo sinal, ou seja, se, e sômente se, À >0. Logo r; é o conjunto 
dos pontos P +)(Q- P) com À > 0. O conjunto dos vetores X - P, 
XEr, é, evidentemente, uma semi-reta vetorial e denomina-se 
semi-reta vetorial associada a r. 


in 

Reciprocamente, dados um vetor D € dir r, U # 0, e um ponto 
P Er, o conjunto dos pontos X= P+1B, À > 0 é umasemi-reta 
cuja semi-reta vetorial associada é o conjunto dos vetores AD, 
>o. 


Retornemos à situação em que E é um espaço afim de dimen- 
sãon, Hum hiperplano de E e K ocomplementar de H em E. Seja 
aj O uma forma linear pertencente ao anulador da direção de H. 
Se B é um ponto de H, segue-se da proposição 1.5 que o conjunto 
dos pontos X € E tais que a(X- B) > 0 é um semi-espaço. O outro 
semi-espaço determinado pelo hiperplano H é definido pela desi- 
gualdade a(X-B)<0. 


Consideremos, agora, um sistema de coordenadas (0, €,,..., n) 
de E e suponhamos que a(Z,) = aj. Sabemos, do parágrafo 1, que 


a(X-B) = qu Ft... tax, -c, 


onde 0 =40,bd,++... +0,0,, se (by,..., 0) são as coordenadas do 
ponto Be (x,,...,X) as coordenadas do ponto X, Ficou, portanto, 
demonstrada a seguinte proposição: 


Proposição 1.6. Se a equação de H em relação a um sistema 
de coordenadas é Q£} +... tax, -C = 0, cada semi-espaco defi- 
nido por H é o conjunto dos pontos cujas coordenadas satisfazem, 
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respectivamente, a uma das desigualdades Q,X, +... +0,X,-c>0 
ou A Xy Foc. FAX e<. 


Finalmente, como última decorrência da relação de ordem dos 
números reais, veremos a possibilidade de orientar um espaço 
afim E. 


Seja V um espaço vetorial de dimensãon > | e denotemos por 
B o conjunto de tódas as bases de V. 


Definição 1.10, Uma base X, é equivalente a uma base X; se 
o determinante da matriz M,, de mudança da base X, para a base 
X, fôr positivo. Escrevemos então X ~ X; 


Proposição 1.7, A relação X, ~ X, é uma relação de equiva- 
lência sôbre $. 


Demonstração. Seja I, a matriz identidade n Xn. Que X; ~ X, 
para tôda X, € B vem do fato de que det I, = 1 > 0 eque L é a ma- 
triz da mudança de base de X, para X,; que X, ~ X; acarreta X, ~ X; 
resulta do fato de que M,, = My; logo, se uma tem determinante 
positivo a outra também tem. Finalmente X, — X; e X;— X; acar- 
retam X; ~ X pois M, = M,,M,,; logo, será positiva se as duas 
no segundo membro o forem, 


Proposição 1.8. É possível dividir 8 de um único modo em 
duas classes B, e Ba sem elementos comuns de maneira que duas 
bases pertençam a uma mesma classe se, e sbmente se, forem 
equivalentes. 


Demonstração. Como a classe que contém uma base qualquer 
X, deve ser necessariamente o conjunto das bases X, tais que 
detM,,> 0, tal partição só pode ser feita de um único modo, Por 
outro lado, se X, = (8,,82,..., Z) é uma base de V sejaX2= 
=(-2,,22,.e 584). Sejam B, e Ba, respectivamente, as classes das 
bases equivalentes a X, e Xə. Como amatrizde mudança da base 
X, para a base Xa tem determinante negativo, segue-se facilmen- 
te que as classes 8, e Ba satisfazem às condições exigidas, 


Definição 1.11. Qualquer uma das classes $, ou Ba diz-se uma 
orientação de V. 


V possui, portanto, duas orientações. 


Definição 1.12, Um espaço vetorial orientado é um espaço 
vetorial associado a uma das suas orientações. 


Definição 1.13. Se Vé um espaço vetorial orientado, uma 
base diz-se orientada positivamente se ela pertence à classe que 
dá a orientação de V; caso contrário, ela diz-se orientada negati- 
vamente. 


Convém observar que o conceito de orientação depende essen- 
cialmente da relação de ordem dos números reais. 


Definição 1.14, Um espaço afim E diz-se um espaço afim 
orientado quando o espaço vetorial V de seus vetores livres estiver 
orientado. 


Se E é um espaço afim orientado, o sistema de coordenadas 
(0,81, ..., Z) de E será dito de orientação positiva ou de ortenta- 
ção negativa quando a base (€,,..., €,) de Vfôr, respectivamente, 
positiva ou negativa. 


Exercícios 


1) Um subconjunto HC E diz-se convexo se, para todo par de 
pontos A, B € H, o segmento [ A, B] está contido em H. Demonstrar 


= 


que um p-simplexo é um conjunto convexo. 


2) Em um plano afim, se uma reta encontra um dos lados de um 
triângulo e não contém nenhum dos vértices pertencentes a êsse 
lado, ela encontra um outro lado do triângulo. 


3) Sejam A,, As, Ag os vértices de um triángulo. Seja P) o con- 
junto dos pontos da reta AA} e os do semiplano determinado por 
AzA, que contém o vértice Aj. Sejam P, e P, conjuntos construí- 
dos de maneira análoga, relativamente aos outros lados. Demons- 
trar que o triângulo [A,, Az, As] é a interseção dos três conjuntos 
P,, Pa e Pa. 


4) Em relação a um sistema de coordenadas de um plano, sejam 
A, As e Ag, respectivamente, os pontos de coordenadas (2,4), 
(-4,4) e (2, -2). Escrever um sistema de 3 desigualdades do 
primeiro grau que caracterize, em coordenadas, os pontos que 
pertencem ao triângulo [A,, Az, Ag]. 


5) Demonstrar que um p-simplexo admite um único conjunto de 
vértices, isto é, se [A,,..., A] = [B,,..., B,], existe uma per- 
mutação do conjunto de índices [0,...,p) de tal modo que A,= 
= Bo(,) para todo ¿=1,...,2. 
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$3. Transformações Afins 


Vamos, neste parágrafo, definir aplicações entre espaços afins 
que desempenham, nesta teoria, o mesmo papel que os homomor- 
fismos na teoria dos grupos, anéis, etc.e as aplicações contínuas 
na topologia. 


Sejam E, e Ez dois espaços afins associados, respectivamen- 
te, aos espaços vetoriais V} e Vo e T: E, 7 Eg uma aplicação de E, 
em Ea. 


Definição 1.15. T diz-se uma aplicação afim se existe um 
ponto A de E, tal que a aplicação TF: Vi + Va, definida por TX) = 
= T(A +3%)- T(A), X € Vi, seja uma aplicação linear. 


Proposição 1.9. Se T: E, > Ea é uma aplicação afim, a apli- 
cação TÍ é linear, qualquer que seja o ponto A € E,. Além disso, 
TF não depende da escolha do ponto A, mas somente de T. 


Demonstração, Com efeito, tomado um ponto B € E,, façamos, 
para qualquer X € V;: 


T(x) = T(B+X)- T(B). 
Temos: 
TÍO) = TIA+(B-A)+Z]-TIA+(B-A)] = 


= T[A+(B-A)+X]-T(A)-THB-A) = 
= TÍ[L(B-A)+X) - THB -A) 
e, pela linearidade de TX, temos finalmente: 
T) = TE), 
o que demonstra a proposição. 

Como TX não depende do ponto A, abandonaremos o índice A e 
usaremos, simplesmente, a notação T*. A aplicação T* denomi- 
na-se aplicação linear associada à aplicação afim T. Tomado X EE 
e fazendo-se, na definição 1.15, X= X-A, vem: 

T(X) = T(A) + T*(X-A) [1.6] 

Vamos examinar alguns exemplos de aplicações afins. Seja E 


um espaço afim associado ao espaço vetorial V. Fixado um vetor 
= Ed e “ . go . 
Y € V, é fácil verificar que a aplicação 


XEE > X+y€E 


é uma aplicação afim de E em E, cuja aplicação linear associada 
é a aplicação idêntica de V; esta aplicação denomina-se translação 
de vetor Y. Em particular, a translação de vetor nulo, isto é, a 
aplicação idêntica de E, é uma aplicação afim. 


, 


Fixados um ponto À € E e um número real p, a aplicação 
XEE > A+p(X-A)€ E 


é uma aplicação afim de E em E, denominada homotetia de centro 
Aerazão p. A aplicação linear associada a esta é a homotetia 
vetorial: XE V=- px € V. 


Mais geralmente, dado dois pontos A e B de E e uma aplicação 
linear U: V > V, a aplicação de E em E definida por 


T(X) = B+U(X-A) 


é uma aplicação afim tal que T(A) = B e cuja aplicação linear asso- 
ciada é U. Ainda mais, Té a única aplicação afim que goza dessas 
propriedades. 


Para introduzir uma classe importante de aplicações afins --a 
das projeções-- vamos mostrar que, se S, e Sa são duas varieda- 
des lineares de E, tais que dir S, ® dir S, = V, então S, e Sa têm 
um único ponto comum. De fato, sejam B, €S, e Ba € Sa, então 
Bı - Ba =V +8, comb, E dirS, e Ua E dirS¿. O ponto A= B, - 
- By = Ba + Va pertence, portanto, a ambas as variedades S, e Sz. 
Seja A! um outro ponto pertencente aS, e Sg. Então A - A! € dir S, 
e A-A' E dirS,, logo A-A'= 0, donde A= A'. 


Definiremos uma aplicação P: E > E do seguinte modo: dado 
um ponto X € E, seja W a variedade paralela a S,, que passa por 
X. A variedade linear W intercepta S em um único Y. Pomos 
P(X) = Y. 


Vamos mostrar que P é uma aplicação afim. Seja A o ponto 
de encontro de S, e Sa. Dado um vetor ZEV, seja D=D + Da, 
com o BD, EdirS, e Da € dirSz. E fácil ver que 


P(A+X) = A+D¿ e P(A) = A. 
Logo, P*(x)= 03. A aplicação linear associada P* é, portanto, a 


projeção sôbre dir Sa, paralelamente à dir S,. Verifica-se, sem 
dificuldade, que a aplicação afim P satisfaz à condição P? = P. 
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E 


Essa aplicação P denomina-se projeção sôbre a variedade Sa, pa- 
ralelamente à variedade S,. Observe-se que a restrição de P a 
uma variedade linear S de E é ainda uma aplicação afim de S, em 


Sa. 


Uma propriedade importante das aplicações afins, que se ve- 
rifica facilmente, é que, se T: E, > E, é uma aplicação afime SÉ 
uma variedade linear de E,, então T(S) é uma variedade linear 
de E,, cuja direção é T* (dir S). Em particular, as aplicações 

ism i se 51 e Ez são variedades 


e, as 
mo, 15t0 €, 


o T(S,) e T(S,) também são paralelas, 


Proposição 1.10. Uma aplicação afim T: E, > E, seráinjetora, 
sobrejetora ou bijetora se, e somente se, T* fôr, respectivamen- 
te, injetora, sobrejetora ou bijetora. 

Demonstração. Vamos demonstrar que se T fôr injetora, T* 
tambémo será. As outras demonstrações, análogas a esta, são 
deixadas a cargo do leitor. Sejam: A € E, e x, Į €V, com X É Y. 
Temos: T*(x%) = T(A+X)-T(A) e T*(7) = T(A + Y) - T(A). Como 
A+XfA+Y e, consequentemente, T(A+X) £ T(A + Y), vem que 
TH) 4 THD). 


Proposição 1.11. Sejam T: E, >E, e U:E, ~ Ea aplicações 
afins. A aplicação composta T o U é uma aplicação afim e 


(To U)* = T* o Ux 


Demonstração. Sejam A € E um ponto qualquer e X € V, um 
vetor livre de E,. Então: 


(T o U)*(É) = (ToU) -(A+%X)-(T o UNA) = 


TÍU(A) + U*(%)] - T(U(A)) = 


T(U(A)) + T*(U*(%))- T(U(A)) = 
(Tr o U*)(). 


{l 


Como T* o U* é uma aplicação linear, fica demonstrado que 
T o U é uma aplicação afim. 


Proposição 1.12. Se T:E, - E, é uma aplicação bijetora, 
então T71 é também uma aplicação afim e (TA) = (TA, 


A demonstração desta proposição fica a cargo do leitor. 


Denotaremos por GA(E) o conjunto das aplicações afins bijeto- 
ras de E em E. Das proposições 1.11 e 1.12 resulta que, se 
T, To € GA(E), então T) o Ta € GA(E) e TJ E GA(E). Como a 
aplicação idêntica de E pertence a GA(E), concluímos que GA(E) é 
um grupo em relação à operação de composição de aplicações. 
O grupo GA(E) denomina-se grupo afim de E. Um elemento de 
GA(E) é também denominado uma transformação afim de E. 


Estudaremos, agora, o efeito de uma aplicação afim sôbre as 
coordenadas de um ponto X de E. Sejam T: E > E uma aplicação 
afim e (0,2,,...,8,) um sistema de coordenadas de E. 


Sejam (b,,...,hb), (Xipe. Xn) € (Yi, + ., Yn) as coordenadas, 
respectivamente, dos pontos T(0), X e T(X). Se M= llas. ll, 1, %= 
=1,...,n é a matriz da aplicação T*em relagiod base (Zy, es., En), 
teremos que, de T(X) = T(0) + T*(X- 0); resulta imediatamente: 


a 


Yi = en i = 1l,...,2, [1.7] 
k=1 


que são as equações da aplicação afim T, no sistema de coordena- 
das (0,61, ..., 64). 
Reciprocamente, dado um sistema de equações lineares 


n 


Y = Y aa t di, b = 1,...,2, 
k=1 


e um sistema de coordenadas (0,€,,...,€,) de E, a aplicação que 
ao ponto de coordenadas (x,,...,X) faz corresponder o ponto de 
coordenadas (Y, , +...) Yn) é uma aplicação afim de E em E. 
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Exercícios 


1) Seja T:E - E uma aplicação afim tal que T? é a aplicação idên- 
tica. Demonstrar que T é uma projeção. 

2) Seja Go baricentro dos pontos A,,..., Ap, afetados de massas 
ho, +++» Ap € T:E > E uma aplicação afim. Demonstrar que o ba- 
ricentro dos pontos T(A,),..., T(A,), afetados das massas Ao, ..., Ap, 
é T(G). 


3) Dada uma sequência de três pontos (A,, Az, As) pertencentes a 
uma reta r e tal que A, % Az, chama-se razão simples da sequên- 
cia (A,, Ag, Ag) o escalar À tal que Ag - A, = A(Az - Aj). Demonstrar 
que, dada outra sequência (B,, B2, Ba) de pontos de uma reta 8 tal 
que B, 4 Bọ, uma condição necessária e suficiente para que exista 
uma transformação afim T tal que T(A,)= B; t= 1,2,3, é que a 
razão simples de (A,, Az, Ag) seja igualà razão simples de (B,, Ba Ba). 


4) A imagem de um p-simplexo de um espaço afim E por uma 
transformação afim de E inversível é um p-simplexo. 


5) Num espaço afim E de dimensão n, dados dois conjuntos de 
B,), se o conjunto [A,,..., An} É 


6) Dados um ponto A € E e uma aplicação afim T: E > E, existem 
uma única translação Y e uma única transformação afim T' 
que deixa fixo o ponto A (isto é, tal que T'(A) = A) de modo que 
T=JoT!. 


7) Se J é uma translação de E e T: E > E uma aplicação afim bi- 
jetora, então T o J o T é uma translação. 


ESPAÇOS EUCLIDIANOS 


ĝl. Espaços Euclidianos 


Espaços vetoriais euclidianos são espaços vetoriais munidos 
de um produto escalar, Introduziremos agora a seguinte definição: 


Definição 2.1. Um espaço afimassociado aumespaço vetorial 
euclidiano denomina-se espaço euclidiano. 


Seja E um espaço euclidiano e A, B pontos de E, 


Definição 2.2. Chama-se distânciade A e B omódulo do vetor 
B-A. 


Usaremos a notação ô(A, B) para designar a distância de A e B 
e |B-A| para designar o módulo do vetor B-A, 


Propriedades: 
1. 5(A,B) = 5(B, A) 
Demonstração. 
ôlA, B) = |B-A] = |t-ixA-B)]= |-1]]A-B] = 
= |A-B| = 5(B,4). 
2. S(A,B) > 0, 


5(A, B)= 0 se, e somente se, A=B. 
3. 6(A,C) < ô(A, B) + 5(B, C) (propriedade triangular) 
Demonstração, 
C-A = (B-A)+(C-B), donde 


|c-A| s |B-A| + |c-B] 
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Definição 2.3, O par (0,8,,...,8,) formado por um ponto 0 
de E e uma base ortonormal (2,,...,8,) de V denomina-se um 
sistema de coordenadas ortogonais de E. 


Deduziremos, a seguir, a fórmula da distância em coordena- 
das ortonormais. 


Sejam (0,8,,...,8,) um sistema de coordenadas ortonormais 
de Ee Ae B dois pontos de E de coordenadas, respectivamente, 
(a, »..,07)€ (Dis erep Ar 


Temos: 
|B-A| E |(b, -a,, do -Qg,..., Da - 47)! 


donde 
S(A,B) = |B-A| = + 4d, -a,P + (ba -a3 +... + (b-a) 


Dado um subespaço V, de V, denotaremos o subespaço ortogo- 
nal a V, com Vi. Se a dimensão de V, é p, então a dimensão de 
Vi é n-p. 


Definição 2,4, Diz-se que a variedade linear S, é ortogonal à 
variedade linear Sz se dir S/D (dir S,)t, ou (dir Sj)LD dir S}. 


Vamos demonstrar que se S, é ortogonal a S,, então S, é or- 
togonal a S,. De fato, se, por exemplo, dir S, > (dirS,)+, toman- 
do-se o ortogonal de ambos os números, vem, 


dir S,)+ C (dir Sold = dir S 
1 2 2 


Portanto, S, é ortogonal a S,. Êsse fato nos possibilita dizer, 
simplesmente, que S, e S, são ortogonais, 


Definição 2,5. Dizemos que duas variedades lineares sãoper- 
pendiculares se forem ortogonais e tiverem interseção não vazia, 


Proposição 2.1. Dada uma variedade linear S, de dimensão p 
e um ponto A de E, existe uma única variedade linear S,, de di- 
mensão n - D, que passa por A e é perpendicular a $}. 


Demonstração. Seja V, = (dir S,)*. Temos 


dimV, = n-p 


Então a variedade linear S = [A +X|% € V,] satisfaz às con- 
dições do enunciado, pois é ortogonal a S, e dirS, ® dir S, = V 
(ver exercício 6 do Capítulo 1, $1). 


A unicidade decorre da imposição de ser dim S5, igualan-p. 


Pela demonstração acima, vemos que as variedades S, e Sa 
que satisfazem às condições do enunciado possuem um único ponto 
B em comum. Esse ponto cnama-sê projeção ortogonal do ponto 
A sôbre a variedade S}. Observemos que se A não pertence à va- 
riedade S,, a reta que passa por Ae B é aúnica perpendicular por 
Aa variedade S}. 


Definição 2.6. Chama-se distância do ponto À à variedade S 
a distância de A à sua projeção ortogonal sôbre S. 


Proposição 2,2. A distância de A à variedade S é o minimo 
das distâncias de A aos pontos de S. 


Demonstração. Seja B a projeção ortogonal de A sôbre Se C 
um ponto qualquer de S. 


Temos: 


Q 
i 
> 
tu 


(C-B)+(B-A),|C-AP=(C-A, C-A) = 


4 -B)+(B-A), (C-B)+(B-A) = 
|B-AP+I|c-BP+Z(B-A), (C-B)) 
A 


A 


Sendo B - A ortogonal a C - B, vem 


jc-aP = |IB-AP+l|c-BP 
Como |c - B|? 2 0, temos 
IB-AP <s |c-Af 


donde 
IB-A| < |C-A|. 
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e. 
Exercícios 


1) O lugar geométrico dos pontos de um espaço euclidiano E que 
equidistam de 2 pontos distintos A e B é um hiperplano perpendicu- 
lar à reta que passa por Ae B. 


2) Dados quatro pontos distintos A, B, Ce D de umespaço eucli- 
diano E de dimensão 2, se ó(A, B) = 6(B,C) = 5(C,D) = 5(D,A), 
então a reta AC é perpendicular à reta BD. 


3) Sejam A, B,C, D quatro pontos de um espaço euclidiano E de 
dimensão 3, não pertencentes a um mesmo plano. Considerados 
os pares de retas reversas (AB, CD), (AC, BD), (AD, BC), se dois 
dêsses pares são formados por retas ortogonais, então o terceiro 
também o é. 


4) Seja (0, É,, 2, ds) um sistema de coordenadas de um espaço 
euclidiano E tal que (2,,8,)) = 4, (8,83) = -2, (2,85) = 6, 
(da, 2) =2, (82,63) = -5, (85,83) = 14. Considere o leitor os 
pontos A,B,C e D de coordenadas (1,1 - 1), (2,0,0), (1,0,1), 
(1,1,2) e calcule a distância das retas AB e CD. 


5) Seja E um espaço euclidiano e S,, S, duas variedades lineares 
de E. Seja p a dimensão do subespaço gerado por dirS, e dir S}. 
Supondo aque Dn < pm mostrar que existe pelo menos uma variedade 
Supondo que p <n, mostra que eiste pelomenos umarvaricdade 
linear U de dimensão n - p, ortogonal a S, e S, e que encontra cada 
uma dessas variedades em um único ponto. Além disso, se g= 
= dim (dir S, N dirS,), a reunião de tódas as variedades U com as 


propriedades acima é uma variedade linear de dimensão n-p +g. 
$2. Transformação de Semelhança 
Seja V um espaço vetorial euclidiano. 


Definição 2.7. Um operador linear T diz-se um operador de 
semelhança se existe uma constante p > 0 tal que 


(TO), TUD) = xy [2.1] 


quaisquer que sejam x,y de V. A constante denomina-se módulo 
do operador de semelhanga T. 


Como exemplo de operador de semelhança, citaremos as homo- 
tetias. Dado um número real q É 0, lembremos que se chama 
operador de homotetia de razão a a aplicação X > aX. E claro que 
um operador de homotetia de razão q é um operador de semelhança 
de módulo |a|. 


Se T é um operador de semelhança módulo p, então para todo 
ZEV, 


[TG] = elx] 
Vamos demonstrar que tôda aplicação T: V > V que satisfaz à 


equação [2,1] é necessariamente lineare, portanto, é um operador 
de semelhança. 


Proposição 2,3, Seja T uma aplicação de Vem V. Se existe 
uma constante p > O tal que 


(TE), TD) = XX, y) 
para quaisquer vetores X, Y de V, então T é umoperador de seme- 


lhança, 


Demonstração. Sejam Y e Y dois vetores de V. Temos: 


[TR +P) - TG) -DP = (TE +p + ITOP TDF- 
-2TE+T, TŒ) -2T +), TO) - 27 
AT, TD) =P e PP - 


w 


- 2p? (2 +7, X) - 20X + Y, Y) - 20%, Y) = 0 

Portanto 
|T +) - TÈ- TD] = 0 
e TÈ +7) = TQ?) + TP) 
Por outro lado 
(TAX) ATP = [TAXE + P| T2) - 

- 2A CTOAZ), TÈ = pèl + parle]? 

- 2Ap UR, X) = 0 
Portanto 

TOX) - AT) = 0 


e TOX) = AT(X). 
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Proposição 2.4. Todo operador de semelhança é inversível. 
O inverso de um operador de semelhança de módulo p é um ope- 
rador de semelhança de módulo à . 


Demonstração. Para demonstrar a primeira parte basta veri- 
ficar que todo operador de semelhança T é biunívoco. De fato, se 
T(X)=0, então | T(X)| = p|Z|=0. Como p X 0, vem Y=0, Logo 
T é biunívoco, 

Quanto à segunda parte, observemos que: 


(TT), TTY) = AT, THD) 


pois T é operador de semelhança. Mas 


CTTU), TE) = Z, y) 
Logo: 
(TH, TUD) = 35,0), 


para todo par de vetores x,y de V. 


Proposição 2,5. Sejam T, e T, dois operadores de semelhan- 
ça de módulos p, e pa, respectivamente. Então T,T, é um opera- 
dor de semelhança de módulo p;pa. 


Demonstração. 
(TiTa (Z), TiTa(b) = PTI, Ta) = pic, T). 


As proposições 2.4 e 2.5 mostram que o conjunto dos opera- 
dores de semelhanga é um grupo denominado grupo dos operadores 
de semelhança. Designamos êsse grupo com GS(V). 


Da definigáo 2,7, resulta imediatamente que um operador de 
semelhança de módulo 1 é um operador ortogonal. O conjunto dos 
operadores ortogonais O(V) é, evidentemente, um subgrupo do 
grupo dos operadores de semelhança. O determinante de um ope- 
rador ortogonal é igual a +1 ou -1. Chamaremos operador orto- 
gonal próprio um operador ortogonal de determinante +1. O 
conjunto dos operadores ortogonais próprios é um subgrupo de 
O(V) que designamos com 0*(V). Um operador ortogonal de deter- 
minante -1 será dito impróprio, 


Proposição 2,6. Todo operador de semelhança T é o produto 
de uma homotetia por um operador ortogonal. 


Demonstração. Seja T o operador de semelhança e p o seu 
módulo. Seja Hp a homotetia de razão p e seja M =4T. E ime- 
diato que T = MH, = HpM e que M é operador ortogonal. 


Seja E um espaço euclidiano associado ao espaço vetorial V. 
Vamos estudar as aplicações de E em E que multiplicam as dis- 
tâncias entre os pontos de E por uma mesma constante p > 0. 


Demonstraremos adiante que essas aplicações são as transfor- 
mações afins de E, cujo operador linear associado é um operador 
de semelhança: 


uma apli- 
um opera- 


Definição 2.8. Uma semelhança de módulo p > 0 
cação afim de E em E cuja aplicação linear associada 
dor de semelhança de módulo p. 


o o 


Seja 0 um ponto de E e « é O um número real. A aplicação 
T:E - E definida por 


T(X) = 0 +a(X-0) 
é uma semelhança cujo operador linear associado é o operador de 
homotetia de razão q. T denomina-se homotetia de centro 0 e 


razão q. 


Se 0 é um ponto de E e T um operador de semelhança, existe 
uma única semelhança de E que deixa O fixo e cujo operador é T. 


Teorema 2.1. Uma condição necessária e suficiente para que 
uma aplicação T: E > E seja uma semelhança de módulo p é que 


S(T(A), T(B)) = pStA, B), 
quaisquer que sejam os pontos À, B de E. 


Demonstração, Seja 0 um ponto de E e consideremos a apli- 
cação T*: V = V definida por 


Tx*(é) = T(0+X)-T(0). 


Basta demonstrar que T*é um operador de semelhança de 
módulo p. De fato: 


24 TE), TH) = CT), THE) + (TY), TY) - 
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- (TF) - TD), TEG)-T*D) = 
| T(0 + 2) -T(0)PP + |T(0 + D)-T(0)P- 

- |T +2)-T(0 + DP = 
= lzi + py -p°lZ-p? = 202,9). 


Portanto, pela proposição 2.3, T* éum operador de semelhan- 
ça, e o teorema está demonstrado. 


Das proposições 1.10, 1.11 do Capítulo 1, 2.4 e 2.5 dêste ca- 
pítulo, resulta imediatamente que: 


a) tôda semelhança é uma aplicação bijetora de E em E; 


b) o conjunto das semelhanças de E é um grupo, subgrupo do 
grupo afim de E, que designamos com GS(E). 


Dados dois subconjuntos A e B de E, diz-se que A é semelhante 
a B se existe uma semelhança T tal que B é a imagem de A por 
T. Do fato de o conjunto das semelhanças ser um grupo, decorre 


que a relação "A é semelhante a B''é uma relação de equivalência 
no conjunto dos subconjuntos de E. 


$3. Movimentos Rígidos 


Definição 2.9. Uma semelhança de módulo 1 denomina-se um 
movimento rígido. 


Da definição 2.7 e do teorema 2.1 decorre que uma aplicação 
M: E - E é ummovimento rígido se, e somente se, M preserva a 
distância, isto é, 6(M(A), M(B)) = 5(A, B) para todo par de pontos 
A,B de E. Uma semelhança T é um movimento rígido se, e sd- 
mente se, o operador linear associado a T fôr um operador orto- 
gonal. 


Das proposições 2.4 e 2,5 decorre que o conjunto dos mo- 
vimentos rígidos é um subgrupo do grupo das semelhanças, que 
denotaremos com GM(E). O operador linear associado a um mo- 
vimento rígido é um operador ortogonal e, portanto, seu determi- 
nante é igual a +1 ou -1, 


Definição 2.10, Um movimento rígido diz-se proprio ou 
improprio, conforme o determinante do operador linear associado 
fôr +1 ou -l. 


Como o conjunto das transformações ortogonais de determi- 
nante +1, como foi observado no parágrafo precedente, é um grupo, 


o conjunto dos movimentos rígidos próprios é também um grupo, 
subgrupo do grupo dos movimentos rígidos. 


Exemplos. 1) Translação. No Capítulo 1, parágrafo 3, defi- 
nimos translação de vetor Y como a aplicação J: E-E definida por 
T(A) = A +X, para todo A de E. Tóda translação é um movimento 
rígido, pois 

S(A+X B+XZ) = (B+X-(A+%| = |B-A| = 5(A,B). 


, 


e 


O operador linear associado a uma translação é aidentidade; logo, 
a translação é um movimento rígido próprio. 


2) Reflexão ao longo de um hiperplano. Seja H um hiperplano 
de E. Dado o ponto A de E, seja A! a projeção ortogonal de A 
sôbre He consideremos o ponto Al! = A' + (A! - A), A aplicação 
T definida por T(A) = A'' é, por definição, a reflexão ao longo do 
hiperplano H. Verifica-se, sem dificuldade, que tôda reflexão ao 


longo de um hiperplano é um movimento rígido impróprio. 


Dada uma semelhança T de módulo p e um ponto 0 de E, Téo 
produto de uma translação Y por uma semelhança S de módulo p 
que deixa fixo o ponto O. De fato, seja J a translação devetor 
T(0) - 0 e Sa transformação afim definida por S(X) = 0 + T*(X- 0). 
S é uma semelhança de módulo p (pois S* = T*) que deixa fixo o 
ponto 0. Temos ainda 


TSNA) = 7(S(X)) T(0 + T*(X-0)) = 0 + T*(X-0) + T(0)-0 = 


T(X). 


$" 


Logo J e S satisfazem às condições impostas. Por outro lado, 
tôda semelhança S de módulo p que deixa fixo oponto O é o produto 
de uma homotetia H de razão p e centro 0 por um movimento rigido 
M que deixa fixo o ponto O. (Basta tomar M definido por M(X) = 
=0 +2 S*(X - 0)). Concluímos, assim, que T=J.H-M onde J 
é uma translação, H uma homotetia de centro 0 e razão p e M um 
movimento rígido que deixa 0 fixo, 


Em particular, se T é um movimento rígido (p = 1) H é a 
identidade, donde concluímos que, dado un movimento rigido T de 
E e um ponto 0 de E,T é o produto de uma translação por um movi- 
mento rígido que deixa fixo o ponto0. 


$4. Volume 


Sejam V um espaço vetorial euclidiano, (8,,..., 6) uma base 
ortonormal de V e D,,1,,...,D,, n vetores de V. Suponhamos 
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do = Quê lsisn 


o seja À a matriz lazil]. Diremos que A é a matriz dos n vetores 
na base (8,,...,8,). Vamos mostrar que o determinante de A não 
depende, a não ser quanto ao sinal, da base ortonormal escolhida. 
De fato, se (8!,...,8!) é outra base ortonormal de V,M = ||| é 
a matriz de mudança da primeira para a segunda base e 


A 


e, 1 t 
Uy = Y ape 


k=1 


entáo 
n n n 
DS J Z, = berna CARR 
1 Qué) = Que = ki kE y 
j=1 k=1 3,8 =1 
Portanto, 
Qu = Y Dirayet 


J=1 


Logo A = MA', onde À! = leill. 


Como detM = +1, vem que, ou det A' = det A ou det A' = -det A. 
Caso o espaço V seja orientado, det A não dependerá da base or- 
tonormal escolhida para definir a matriz A, desde que ela tenha 
sempre orientação positiva. Em qualquer caso, | det A| náo de- 
pende da base ortonormal escolhida, e será indicado com 
A(B,, Das vce, Dr). 


Casi 
E imediato que, uma condição necessária e suficiente para que 
os n vetores Dj, B2,..., Up Sejam linearmente independentes é que 


AB, Ua era nh É 0 


Seja T um operador ortogonal de V. A matriz dos vetores 
dy Do, -»., Un em relação à base (€,, 82, ...,€,) é igual à matriz dos 
vetoresT(D,), T(Da),..., T(7,), em relação à base (T(2,), T(82),..., T(É, )). 
Pelo que vimos acima o determinante destaúltima matriz é igual, 
a não ser quanto ao sinal, ao determinante da matriz dos vetores 
T(3,), T(B2). .. T(D,) em relação à base (2,,2,,...,8,). Deduz-se 
imediatamente a seguinte: 


Proposição 2.7. A(T(D,), T(U2), -.., T(B,)) = AD Do, <e., Dn). 


Consideremos o espaço euclidiano E associado a V e seja 
[AS Ay, .., A,] um n-simplexo de E. Seja A, um vértice qualquer 
désse simplexo. Demonstraremos que o número A(A,-A,, 
Ay -Åp co. Agr T Ax Ak 7 Ago, À, - Ar) não depende do vér- 
tice k escolhido. De fato, basta demonstrar que 


AAA a EA AS eb sa A A E AGA Saia a A EA) 


Mas: 
MA, - Ap, 000, Ay T Ay Ao Ag) 000, Aa A) = 
= AA- Aj A - Ago. .,) Ary Ag Aal 7 Ags co, Ap- Aj) = 
E AA, = Ao, (A, E Aç) es (A, = Ao), ...s As Ea Az, Ai E] Ars 
20005 A, - Ay) = NA, - A, A, - As, ces Am - Ap, Akri- Ay, 
os A, - Ay) + MA, - Aj, (A - Aj), ssa o Agr A 
Apri T Aps voos An T Ag). 
Mas, um determinante com duas colunas proporcionais é nulo; 
logo, 


MA, - Aj, eee, Ay Ary Akt Ago +.» , Ap - Ax) = 
= NA, - As, Al- As, 00, Agr Ar, Agi Ao + + +, An > Ay). 


Operando de maneira análoga com os outros vetores A, - A, JA h, 


obtemos: 
NA, Ago or Agr Ago Agr Ag + +, An Ax) = 
= MA, - As, Ar- Ao...) Agr Ao Air Ao) 000, An - Ao). 


Como a troca de colunas náo altera o valor absoluto do deterrni- 
nante, vem, finalmente, 


NA, - Agr oo => Apr Ago Ape 7 Ago ++») An - Ax) = 


FAN AeA A A AO TA: 


Definição 2.11. O número real 5 MA, - Ags 000, Aya Ags Ager > 
-Åp s.e., Ap - Az), independente da escolha do vértice A,, denomi- 
na-se volume do n-simplexo [A,, ..., A,]. 


Nos casos particulares em que n = 1 e n = 2 usaremos os 
têrmos comprimento e área, respectivamente, em lugar de volu- 
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£L 
me. E imediato que o comprimento de um segmento [A,, A,] é 
igual à distância 5(A,, Ay). 


Vamos demonstrar na proposição seguinte que o volume de um 
n-simplexo é invariante por um movimento rígido. Lembremos 
que a imagen de um n-simplexo por um movimento rígido é um 

: MS sd E? 
n-simplexo (ver exercício 4 do $ 3, Capítulo 1). 


Proposição 2,8. Seja T um movimento rígido de E. O volume 
do n-simplexo [A,, A,,..., A] é igual ao volume do n-simplexo 
[T(A,), T(A,), + -., T(A,)]. 


Demonstração, Seja T* o operador ortogonal associado a T. 
Então 


at (TIA) - T(A,), ..., T(An) - TAS) = 
= A MTHA A)... THA - A), 


e, pela proposição 2,7, este último número é igual a AAA - 
- As A - Aj). 


Uma vez definido o volume do »-simplexo, pode-se estender a 
noção de volume a outros subconjuntos doespaço E, Essa exten- 


2 


são é objeto da chamada "teoria da medida", 


Observação. E possível associar a n vetores D,,..., D, de um 
$ nas e > = 
espaço vetorial euclidiano V o número A(D,,...,V,)semlançar mão 
de bases de V. 


De fato, o produto escalar de V estende-se canônicamente a 
um produto escalar de AV (produto exterior de V, n vêzes). 
A(D,, e.e, Dh) é simplesmente o módulo do n-vetor D} ADM... AD. 
Dêsse modo, pode-se definir o volume de um n-simplexo sem o 
uso de bases de V, 


Ls 
Exercícios 


1) Seja E um espaço euclidiano de dimension e A,,...,A, 0< 
<ps<n, p+1 pontos linearmente independentes de E. Dados 


outros p + 1 pontos B,,..., B, uma condição necessária e sufi- 
ciente para que exista uma semelhança T de E tal que T(A,) = B,, 
0Osizsp, é que exista uma constante p É O tal que S(A,, Aj) = 


=p5(B,,B,), OSL, JSP. 


2) Demonstre que tôda reflexão ao longo de um hiperplano é um 
movimento rígido impróprio. 


3) Dadas duas homotetias H, e Hz de um espaço euclidiano E, 
determine o leitor em que condições H,H, = H,H,. 


4) Dada uma transformação afim T de um espaço euclidiano E e 
um n-simplexo [A,, Aj, ..., Ap), o volume do n-simplexo [T(A,), 
T(A,), -.., T(A,)] é igual ao volume don -simplexo CA Ar se; 
e somente se, T fôr unimodular, isto é, se, e sbmente se, o mó- 
dulo do determinante da transformação linear associada T* fôr 1. 


5) O volume de um n-simplexo [A,,..., A] de um espaço eucli- 
diano de dimensão n é igual a y vêzes o produto da distância de um 
dos vértices à face oposta pelo volume dessa face. 


$5. Ángulos 


Em todo éste parágrafo, V designará um espaço vetorial eucli- 
diano de dimensão 2 e usaremos a expressão semi-retapara indi- 
car as semi-retas vetoriais de V. Em cada semi-reta r de V 
existe um único vetor de módulo 1, que chamaremos vetor unitario 
de 7. 


Um operador ortogonal próprio de V será denominado rotação. 
O conjunto das rotações é um grupo que designaremos com O*(V). 
As proposições seguintes desempenharão papel fundamental neste 
parágrafo, 


Proposição 2.9. Sejam & e Zə dois vetores de módulo 1 de 
yV. Existe uma única rotação T tal que T(8,) = Es. 


Demonstração. Seja A, um vetor ortogonal a & de módulo 1. 
Existe um único vetor has de módulo 1, ortogonal a da, tal que as 
bases ortonormais (2,,A,) e (Ba, ha) tem a mesma orientação. De 
fato, se lá O é um vetor ortogonal a Za, qualquer outro vetor D, 


ortogonal a Za, seráB= Al. Se |B| = |A| |Z)=1, devemos ter 
ER =l Sda uly 
jaj = Fe portanto, À = o ou À DA 


As bases obtidas tomando-se À = i e= = nãotêm ames- 
ma orientação; logo, uma delas tem a mesma orientação que a ba- 
se (Z1, h 


Seja T o operador linear tal que T(2,) = €2, Th) = ho TÉ 
um operador ortogonal próprio e T(8,) = é. Para demonstrar a 
unicidade, seja S uma rotação tal que S(é,) = és. Construa- 
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mos A como acima. Então e ortogonal a Z2, pois 0 = (8, R,) = = 


= (S(€,), Su) = = (Es, Sr) e |S( m)| = =1. 


Por outro lado, as bases (2, ha) e (Za = S(8,), S(h,)) têm a mes- 
ma orientação. Logo S(Aj) = = ha e , portanto, S= T 


Proposição 2.10, Seja (8,, Z2) uma base ortonormal de Ve T 


um operador linear. Té uma rotação se, e somente se, a sua 
matriz em relação à base (€,, Za) é da forma 


a -b 


b a 


coma? + ù =1. Té um operador ortogonal impróprio se, e sò- 
: 2 2,32 
mente se, a sua matriz em relação à base (€,, Za) é da forma 


a b 
b -Q 
com q? + 2 =1. 


Demonstração, Demonstraremos apenas a primeira parte. 
A demonstração da segunda parte se faz analogamente. 


Seja 
au Qiz 
Q21 Qaz 


a matriz de T em relação à base (2,,8,). Como detT =1, a ma- 
triz de T% é 


Como T é ortogonal, T*=*T 


lap -Qa 


Portanto, GQ, =Q,2 € Gp = -Qgj. 
Por outro lado, de |T(&))| = 1, vem ah + a, =1. 


` “Le . A 
Reciprocamente, como se verifica fácilmente, a matriz 


a -b 
b a 
com q* + bº= 1 é uma matriz ortogonal de determinante 1. Logo, 


o operador correspondente na base ortonormal (£,, 22) é uma ro- 
tação, 


Proposição 2.11, O grupo 0*(V) é comutativo. 


Demonstração, Pela proposição 2.10, o grupo 0'(V)éisomor- 
fo ao grupo das matrizes 


a -b 
RSRS N 


b a 


O cálculo direto do produto de dois elementos dēste último 
grupo mostra que êle é comutativo. 


Convém notar que o grupo O(V) detodos os operadores ortogo- 
nais de V não é comutativo, como se verifica imediatamente pelo 
cálculo direto do produto de dois elementos convenientemente es- 
colhidos. 


Seja A o conjunto dos pares ordenados (7, a) de semi-retas 
de V. Introduzimos em A a seguinte relação: (71,72) é equivalente 
a (r!, rb) se existe uma rotação T tal que T(r,) ="rj e T(ro)=ra. 
Verifica-se, sem dificuldade, que se trata efetivamente de uma 
relação de equivalência. A classe de equivalência de (7,, 72) será 
indicada com (r/ 72). Seja 4 o conjunto quociente de À por essa 
relação de equivalência. 


Definição 2.12. Chama-se ángulo da semi-reta”, coma semi- 
reta 7, a classe de equivalência (7,772). 


Seja E um espaço euclidiano associado a V e FP, e F¿ duas 
semi-retas de E. Sejam 7) er, as semi-retas vetoriais associadas 
ary e Fa. 
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Definição 2.13. Chama-se ángulo das semi-retas Y, e 7 a 
classe de equivalência (11; 73). 


Proposição 2.12. Dados um ángulo a e uma semi-reta 7, 
existe uma única semi-reta 7”! tal que q = (r;7r!)., 


Demonstração. Existência. Sejam s e 8' duas semi-retas 
tais que a = (sis!) e seja T a rotação que leva s em r. Façamos 
r'= T'Hs!'). Por definição, (r7r')= (s;s!)= q. Aunicidade decor- 
re do fato de ser única a rotação que leva s em 7. 


Proposição 2,13. Sejam r;, Ta, Mi, Ph quatro semi-retas de 
V. Os ángulos (7,372) e (rir) cão iguais quando, e somente 
quando, os ángulos (7,771) e (72578) são iguais. 


Demonstração, Suponhamos (71/72) = (rl;rb), e seja U a rota- 
ção tal que U(r,) = rj e U(ro) = ri. 


otir 


Pela proposição 2.9, existe uma rotação T tal que T(r) = ra. 
Como o grupo 0*{V) é i 


rè = U(T(r,) = T(U(r,)) = T(r). 
Portanto, (1,771) = (afr) 


Reciprocamente, se (7,771) = (72,75), então demonstra-se anà- 
logamente, trocando 7j por ri, que (7,72) = (Mira). 


Dado um ángulo a e tomado um representante (74,79) de a, seja 
T uma rotação tal que T(7,) = r¿. T nãodepende do representante 
escolhido. De fato, se (ri7r3) = (rara), pela proposigáo2,13, 
(1,771) = (C277). Logo, existe uma rotação que leva 7”, em Pg e 
riem rhe Como T é a unica rotação que leva 7, em ra, deves 
mos ter T(7¡) = 73. Da proposição 2,13, decorre ainda que a 
aplicação h assim definida, do conjunto dos ángulos no conjunto das 
rotações é injetora. h é também, evidentemente, sobrejetora, 
T denomina-se a rotação de ângulo a, e a o ángulo da rotação T. 
O ángulo de uma rotação T é, portanto, o Angulo (r,*T(r)), onde 
r é uma semi-reta qualquer. 


Por meio da aplicação bijetora A, transportamos a œ a estru- 
tura de grupo abeliano de 0*(V). Denotando-se aditivamente a 
operação do grupo œ, segue-se imediatamente que: 


(rs SEEN, 
donde se deduz que 
rin = 0 e rar (mir). 


Dada uma semi-reta r, denotaremos -r a semi-reta oposta a 
r. O ángulo (7; -r) não depende da semi-reta r, como se verifica 
facilmente, e denomina-se ángulo raso. 


No que se segue, suporemos V orientado. Seja T uma rotação 
de V. A matriz ||M|| de mudança de uma base ortonormal de V 
orientada positivamente para outra base ortonormal de Vorientada 
positivamente é uma matriz ortogonal de determinante 1. Como o 
grupo dessas matrizes é comutativo (proposição 2.11), resulta da 
expressão || MI] [| T]] | M]| de mudança de base da matriz de um ope- 
rador linear que a matriz deT independe da base ortonormal com 
orientação positiva escolhida. 


Seja a um ángulo e T a rotação de ángulo q. Seja 


a -b 
b a 


a matriz de T em relação a uma base ortonormal com orientação 
positiva. 


Definição 2,14. As aplicações cos: ( -R e sen: Z > R, que 
ao ângulo a associam respectivamente os números reais q ed, 
denominam-se co-seno e seno. 


Da definição 2.14 resulta que a matriz da rotação de ângulo q, 
em relação a qualquer base ortonormal com orientação positiva de 
vé 


cos Q -sen q 


[2.2] 


sen A cos q 


Para todo ângulo a, vale a relação 


cosa + sena = 1 EZ] 
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que se deduz imediatamente da ortogonalidade da matriz 
[2.2]. 


Dados dois ángulos q e B tais que cosa = cosB e sena = senf, 
da definição das aplicações cos g e sen q, resulta que as rotações 
de ángulos a e B são iguais e, portanto, a = 8. Além disso, dados 
dois números reais a e btais que a? + L? = 1, existe um ángulo a, 
único pela observação acima, tal que cosa = a e sena = b. De 
fato, a é o ángulo da rotação, cuja matriz em relação a uma base 
ortonormal com orientação positiva é 


a -b 
b a 


Observemos que, se a matriz da rotação T em relação à base 
ortonormal (2,, Za) é 


a -b 
b a 
então a matriz de T em relação à base (6), -22) é 


a b 


-b a 


Portanto, cosa não depende da orientação de V escolhida mas 
sena troca de sinal quando se muda a orientação de V. (Daí a 
necessidade de orientar o plano para definir a função trigonomé- 
trica sen). 


Seja (74, ra) um par de semi-retas tais que q = (7,772) e Sex, 
respectivamente, os vetores unitários de 7”, e 72. Seja Z% o ve- 
tor tal que (€,, Z2) é uma base ortonormal de V com orientação 

AA £ a E É > > 
positiva. Se Té a rotação de ângulo a, então T(8,) = Y e, pela 
definição da matriz de um operador, temos 


Z = cosa. E, + sena» ea [2.4] 


Dados dois vetores não nulos X e 
Y de V, chamamos ângulo dêsses 
vetores o ângulo das semi-retas 
a que êles pertencem. O ângulo 
dos vetores X e Y será denotado 
também com (XY). 


Seja a o ángulo dos vetores não nulos Y e Y; indiquemos com 
é, e U, respectivamente, os vetores unitários EI El 
a EE E y 
é» o vetor tal que (6,, £2) é uma base ortonormal com orientação 
positiva, Pela fórmula [2. 4]. 


je 


e seja 


Ü = cosa - Z) + sena » dz, 
logo 
(€, U) = cosa 
e, portanto, 
(G,V) = lz| - |Ð! - cos(%, Y). [2.5] 


Sejam x e 8 dois ângulos e T e U as rotações de ángulo q e B. 


Por definição de soma de ângulos, a rotação de ángulo a +8 é 
T. U., Tomada uma base ortonormal de Vcom orientação positiva 


e efetuando o produto das matrizes 


cos à -sen QA cos 8 -sen 8 
sen a cos q sen B cos B 


obtemos as fórmulas de adição das funções seno e co-seno. 


cos(a +8) = cosa cosB - seng senB 


[2.6] 


sen(a + B) = sena cosB + cosg senB 


86, Medida de Ángulos 


Vamos construir, neste parágrafo, um homomorfismo sobre- 
jetor do grupo aditivo R dos números reais no grupo œ dos ángulos. 
Supomos o espaço V (de dimensão 2) orientado, de modo que as 
aplicações cos e sen estão definidas. 


Seja h: R- œ uma aplicação sobrejetora e denotemos com f e 
g, respectivamente, as aplicações cos ch e sen º A. 


Proposição 2,14, Uma condição necessária e suficiente para 
que A seja um homomorfismo é que f e g satisfaçam as seguintes 
fórmulas de adição: 


4] 
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FO) - glx)o(v) 
foly) + Fungi) 


fix + y) 
olx + y) 


[2.7] 


Demonstração. A condição é necessária; de fato, de h(x + y) = 
= h(x) + hy), vem: 


flix + y) = cosíhlx + y)) = cosílhlx) +A(y) = 
cos(h(x)) cos[(hly)) - senlh(e)) seninly)) = 


ODA - olgu). 


H 


Analogamente, para a função g. 


A condição é suficiente. Temos: 


fr ty) = ff) - ggl) = 
cos(h(x)jcos(h(y)) - sentnlx))sen(n(y)) = 


cos(h(x + y)) 


H 


cos(h(x) + h(y)) 
Analogamente, a segunda equação de [2.6] conduz a 

sen(hlx + y) = sen(hlx) + h(y)) 
Logo, h(x + y) = A(x) + hly). 


Da análise matemática sabemos que as funções de variável 
real senx e cosx definidas pelas séries 


un 


3 


senx = x- + =... 
2 4 
cosx = 1-5 +. 


satisfazem às condições da proposição [2,7]e ainda cosx + seny = 
= 1, Pode-se demonstrar, sem grande dificuldade, a partir das 
séries acima, que, dados dois números reais q e b tais que a? + 
+ = 1, existe x, E R tal que cosx,=q e senx, =». Além disso, 
o conjunto dos números reais que satisfazem essas duas equações 
é o conjunto (x, + 2kr) onde k é um número inteiro qualquer. 


Dado um número real x, existe um único ângulo a tal que cosa = 
cosx e sena = seny. Façamos q =h(x). h é uma aplicação so- 
brejetora; de fato, pelo que foi dito acima, dado um ângulo a como 
sen?a + cos?a = l, existe x, € Rtal que cosx, = cosa e senx, = 


sena. Como, pela definição de A, cos x = cos(h(x)) e senx = 
sen(p(x)), pela proposição 2,14 h é um homomorfismo. 


Definição 2.15. Dado um ángulo a, qualquer número real x tal 
que h(x) = a denomina-se uma medida de q. 


Pela observação feita acima, se x, é uma medida de q, as 
outras medidas são os números x, + 24m., E claro quese x e y são 
medidas dos ângulos q e 8, então x + y é uma medida de a +8. 


Em questões que envolvem medidas de ângulos, frequentemente 
identifica-se um ângulo com uma de suas medidas. E assim que 
se fala do ángulo E, =31 etc, 
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Observações, 1. Seja V um espaço vetorial euclidiano de di- 
mensão finita n, Dados dois vetores Y e Y de V, não nulos e li- 
nearmente independentes, entenderemos por ângulo dêsses vetores 
o ângulo de Xe Uno subespaço de dimensão 2 gerado por Xe uy. 
Como o co-seno de um ângulo independe da orientação do plano, 
cos(%, Y) está perfeitamente determinado, e, além disso, 


- 


vw = 1%] |7l cosp). 


Entretanto, sem orientar o plano gerado por Y e Y, não se 
pode definir nem sen(X/%) nem a medida de (X7 7). 


2 >» ; o 

Sex e Y, não nulos, forem colineares, diremos que formam 
ângulo nulo se pertencerem à mesma semi-reta e que formam 
ângulo raso se pertencerem a semi-retas opostas. 


2.* Como vimos acima, existe uma aplicação canônica do con- 
junto 4 dos ângulos no grupo 0*(V), a saber, a aplicação que leva 
o ángulo a na rotação de ângulo a. Transportamos para (, por 
meio dessa aplicação, a estrutura de grupo topológico de 0*(V), 
Com a estrutura assim definida, Z é um grupo topológico canóni- 
camente isomorfo a 0*(V). Por outro lado, pode-se demonstrar 
que o grupo topológico 0'(V) e, portanto q, é isomorfo ao grupo 
R/Z, onde R é o grupo aditivo dos números reais, munido da topo- 
logia usual, e Z é o subgrupo dos números inteiros. Ainda mais, 


* Os resultados enunciados nesta observação não são necessários 
para a compreensão do resto do texto e podem ser deixados de 
lado pelo leitor que não conheça o conceito de grupo topológico. 
Para a demonstração dos teoremas sôbre grupos topológicos 
aqui enunciados, consultar N, Bourbaki, Topologie Générale, 
livro II, 
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existem somente dois isomorfismos de grupo topológico entre g 
e R/Z. A orientação de V permite a escolha de um dêsses dois 
isomorfismos, a saber, o isomorfismo que faz corresponder à 
classe do número (mod Z) o ângulo de 2 vetores & e Z, tais que 
(Z1, 22) é uma base ortonormal com orientação positiva. Seja g o 
isomorfismo assim definido e j:R ~ R/Z o homomorfismo canôni- 
co, Para qualquer número real 4, a aplicação x E€ R > jlax) é um 
homomorfismo contínuo de R em R/Z; êsse homomorfismo é so- 
brejetor quando q £ 0. Reciprocamente, podese demonstrar que 


qualquer homomorfismo contínuo de R em R/Z é da forma x € R= . 


= Jjlax), onde a € R. Portanto, os homomorfismos contínuos so- 
brejetores de Rem g são da forma x ER + glilax)), a ER, a 0. 


Denotemos com ha 0 homomorfismo correspondente ao número 
a. Fixado a, qualquer número real pertencente a classe h} la) de- 
nomina-se uma medida do ângulo q na base q. Quando a > 1, o 
ângulo h,(1) denomina-se unidade de ángulo na base q. Quando q = 
= 21 (observar que 211 é o período principal das funções sen e cos!) 
o homomorfismo A, é exatamente aquêle que definimos por meio 
das funções seno e co-seno. A unidade de ângulo correspondente 
denomina-se radiano. Outras unidades usadas freguentemente são 
as que correspondem às bases q = 360 (grau) e a = 400 (grado). 
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isto é, a topologia da reta real R. 
$7. Movimentos Rígidos no Plano e no Espaço 


Vamos agora estudar, de maneira mais detalhada, os movi- 
mentos rígidos no plano e no espaço euclidiano de dimensão 3, 
Usaremos, neste parágrafo, alguns resultados de álgebra linear 
que serão apresentados sob a forma de lemas. 


Lema 2.1, Se V é um espaço vetorialeuclidiano de dimensão 
2 e se Té um operador ortogonal próprio, então +1 é valor pró- 
prio de T se, e somente se, T é a identidade, 


Demonstração. SeT=1I, +1 é valor próprio de T. Reciproca- 
mente, suponhamos que +] seja valor próprio de T. Certamente, 
existe um vetor próprio de módulo l associado a +1, pois se DA 0 
é um vetor próprio associado a +l, Tal também o é. Seja então 
Z, um vetor próprio unitário siglas a +l, e (8,82) uma base 
ortonormal de V. Como T(2,)=Z, e T(22) é ortogonal a T(2,), 
segue-se que ou T(2,) = 2, ou T(Z>) = -Z,. Noprimeiro caso T =1 
e o teorema é verdadeiro, Se ao contrário T(2a) = -&,, então na 
base (81,22) a matriz de T é 


ltl = 
-1 


e det T = -1 contra a hipótese. 


Teorema 2,2, Um movimento rígido próprio T de um plano 
euclidiano ou é uma translação ou tem um único ponto fixo. 


Demonstração. Seja T* o operador linear associado a T. 


lo, caso. T* é a identidade, Tomando o ponto 0, qualquer, 
no plano, temos: 


T(X) = T(0)+ T*(X-0) = T(0)+(X-0) = X+(T(0)-0) 


para qualquer ponto X do plano. Logo, T é a translação de vetor 
T(0)- 0. 


20. caso, T* não é a identidade, Vamos demonstrar inicial- 
mente que T*-Iéinversível, De fato, dado X £ 0, Tx(X) 4 x, pois +1 
não é valor próprio de T*, donde (T*-I)(X) = T*(X)-X* O. Logo 
T*-Jé inversível e em particular e sobrejetor, Dado, então, o 
vetor 0 - T(0), existe Į tai que (T+-I)(U)= 0-T(0). Façamos M = 
=0+%, e vamos verificar que M é ponto fixo, De fato, 


T(M) = T(O)+THM-0) = T(0) + T*(U) = T(O)+U+(0-T(0)) = 
= 0+7? = M, 


4 


Falta demonstrar apenas que êsse ponto fixo é único. Podemos 
escrever: 


T(X) = T(M) + T*(X-M) = M+THX-M) 
Se M' é outro ponto fixo, 
T(M) = M+ Tx(M'-M) = M! 


donde M'- M= T*(M'- M). Como +1 não é valor próprio de T*, 
vem que M'-M=0, ou M'= M. 


Definição 2.16. Um movimento rígido próprio no plano com 
um ponto fixo denomina-se rotação com centro nesse ponto, 


Definição 2.17. Chama-se ángulo da rotação T o ángulo do 
operador de rotação associado T*, 
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Lema 2,2. Todo operador ortogonalimpróprio T de um espa- 
co vetorial euclidiano V de dimensáo finita admite -1 como valor 
próprio. 


Demonstração. Suponhamos que V tenha dimensão n e seja 
Ill a matriz de T em relação a uma base ortonormal de V, Como 
ITI] é uma matriz ortogonal, “TI. ITI] = I, onde *TI] indica a 
matriz transposta de Te 1, a matriz identidade n X n, Portanto, 
HETITI +4) =1, ++IT. Tomando determinantes e lembrando 
que detl| TI) = dett|| TI] = -1, vem - det(llr]) + 1,) = dettr, + “ITI) = 
= det M1, +*lTl=det(r, + ITI). Logo det(l TI] + 1) = 0, isto é, 
det(T + 1) = 0, onde I é o operador identidade. Portanto, -l é va- 
lor próprio de T, 


Lema 2.3. Todo operador ortogonal impróprio de um espaco 
vetorial euclidiano V de dimensão 2 admite +1 e -l como valóres 
próprios, 


Demonstração. Que admite -1 como valor próprio resulta do 
lema 2.2. Seja então Z, um vetor próprioassociado ao valor pró- 
prio -1, podemos supor |2,| = 1. Seja Z um vetor unitário tal 
que (8,, 2) seja base ortonormal de V. Temos: 


S(é,) = -& e S(B2) = Z2 ou -82 
Se S(£a) = -d2 vem 
-1 0 
ils] = e detS = 1 
0 -1 


contra a hipótese, logo S(2ə) = + &, e portanto +1 é valor próprio 
de S. 


Da demonstração vemos também que os vetores próprios as- 
sociados aos valôres próprios +1 e -l são ortogonais, 


Teorema 2,3, Um movimento rígidoimpróprio T de um plano 


euclidiano é o produto de uma reflexão ao longo de uma reta r por 
uma translação cujo vetor pertence à direção de Y, 


Demonstração. Seja T* o operador ortogonal associado a T e 
sejam €, e da os vetores próprios unitários associados aos valô- 
res próprios +1 e -l de T*, Seja O um ponto qualquer do plano. 
Podemos escrever: 


T(X) = T(0) + TxX(X-0) = (T(0)-0)+0+ T*(X- 0) 


Vamos decompor T(0) - 0 segundo 2, e Za; obtemos: T(0) - 0 = 
= 8, + Ve, onde D, = nZ, e Dz = ufa. Segue-se que 


T(X) = 0+D + De + T*(X- 0) [2.8] 


Tomemos o ponto 0'= 0 +25, ea reta r por 0' tal que €, € 
E dirr. 


T(x) 


Vamos demonstrar que T é o produto da reflexão ao longo de r 
pela translação de vetor Da. Seja Y a projeção de X sôbre a reta 
que passa por 0 e cuja direção contém E Temos 


X-0 = (X- Y) + (Y -0) 
THX-0) = T*X- Y) + TxXY-0) = (Y -X) + (Y -0) 
pois T*(3,) = -Za e T*(8,) = &. Substituindo em [2.8] vem 
T(X) = 0+B,+ Bar (Y -X)+(Y-0) = TD, + (Y + (Y - X) + Da). 


Façamos X' = Y +(Y-X)+B2= Y +48, + (Y +30 -Xe X= Y+ 


+49 (projeção de X sôbre r). 


Obtemos X' = X'' + (X''- X). Logo X'é a imagem de X pela 
reflexão ao longo de 7. 
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Mas T(X) = X' + dj. Concluímos que Té o produto da reflexão 
ao longo de ” pela translação de vetor v}. 


Passaremos agora a estudar osmovimentos rígidos no espaço, 
Começaremos com o seguinte lema. 


Lema 2.4. Seja T um operador ortogonal próprio de um es- 


paço vetorial euclidiano V de dimensão ímpar. Então +1 é valor 
próprio de T. 


Demonstração. Sejall Tlla matrizde T em relação a uma base 


ortonormal de V, Como no lema 2.2 temos “|TIl. {TII = 1, ou seja, 
HITT- = ri) = - Cl TI) -1,). 

Tomando determinantes e lembrando que det till = det I| TII =+, 

vem 


det (TI -1,) = (-1) + detl Tl| -1,). 


£ 


Mas (-1)” = -1 pois n é ímpar, logo 
det(l| TI) -1,) = - det(*|| TI] -1,) = - det (TI -1,) = - det( TI] -1,). 


Logo, det(|| TI] -1,)= 0, ou seja, det(T -1) = 0 e, portanto, +] é 
valor próprio de T, 


Até o fim déste parágrafo, V designará um espaço vetorial 
euclidiano de dimensão 3. 


Lema 2.5. Seja S um operador ortogonal próprio, distinto da 
identidade, de V. Nessas condições, o conjunto dos vetores fixos 
por S é uma reta, 


Demonstração, Pelo lema 2,4, S sendo um operador ortogo- 
nal próprio de um espaço de dimensão impar, admite +1 como 
valor próprio, Seja então & um vetor próprio unitário associado 
ao valor próprio +1 de S. Vamos demonstrar que o conjunto dos 
vetores fixos por Sé a reta r = faê,la € R}. Em primeiro lugar, 
todos os vetores de 7 são fixos por S, pois S(as,) = as(g,) = aê. 
Falta demonstrar que todos os vetores fixos por S pertencem a 7, 
De fato, seja Ho plano ortogonal a &. Se Y € H, S(X) € H pois 


(S(¥), &) = (SZ), SZ) = (4,8,) = 0, 


Designemos então por Sa restrição de S a H, e vamos verificar 
que S' é um operador ortogonal próprio em H, distinto da identi- 


4 
dade. E imediato que S' é ortogonal, pois S é ortogonal. Seja 
(Za, 23) uma base ortonormal de H. Temos 


Sle,) = & 
Slez) = aë} + b2, 
Sles) = 08 + dês 
donde 
E 4 
Is] = fo a e 
0 b q 
e 
Q G 
sl = | (na base (22, da) 
b d 


logo detllS'l| = detlsi = 1 e, portanto, S' e operador ortogonal pró- 
prio, Como SI, então S' £ 1, 


Seja U um vetor de V tal que S(U) = U. Podemos escrever 
U= X+Y onde XEr e JEH 


Temos: Y = S(U) = S(%) + S(Y) = Y + S(Y) e U=X + Y donde Y = S(Y) = 
=S'(Y). Sendo S' um operador ortogonal próprio, distinto da iden- 
tidade, de um plano, pelo lema 2.1 +1 não é valor próprio de S', 
logo Y=0 e, portanto, Į ET. 


Definição 2.18, Um operador ortogonal próprio S de um espa- 
ço vetorial euclidiano de dimensão 3 que deixa fixos os pontos de 
uma reta ” denomina-se rotação em tórno de 7r. r denomina-se 
eixo de rotação do operador S. 


Como é fácil ver, o conjunto das rotações em tôrno de um eixo 
fixo de um espaço vetorial euclidiano de dimensão 3 é um grupo, 
subgrupo do grupo ortogonal 0*(V). 


Da definição 2.18 segue-se também que qualquer reta é um 
eixo de rotação do operador identidade de V. Por outro lado, na 
demonstração do lema 2.5, ficou estabelecido que se um operador 
ortogonal próprio S de V admite um eixo de rotação 7, a restrição 
S' do operador S ao plano H ortogonal a r é um operador ortogonal 
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próprio, Justifica-se assim a introdução da seguinte defi- 
nição: 


Definição 2,19. Chama-se ángulo de rotação do operador S 
em tórno do eixo r o ángulo de rotação do operador S' = S/H. 


Suponhamos V orientado e seja S uma rotação em tôrno de uma 
reta 7”, Suponhamos r orientada e seja (2,) base ortonormal posi- 
tiva de 7. Seja Ho plano ortogonal a Y. Dados dois pares de ve- 
tores linearmente independentes (22, ča) e (23,24) de H, tais que 
(€,, Za, Ea) e (6,,64,81) são bases de V com orientação positiva, 
então as bases (2,,€,) e (84,64) de H têm mesma orientação, 
Assim, a classe {(23, 24)} das bases ortonormais de H, tais que 
(€,, Ez, 84) tem orientação positiva em V, definem uma orientação 
de H. Dêsse modo, quando V e o eixo de rotação ” são orientados 
o plano H tem uma orientação natural e podemos definir a medida 
do ángulo de rotação de S como sendo a medida do ângulo de rota- 
ção de Stem H, 


Teorema 2.4, Seja T um movimento rigido próprio, distinto 
da identidade, de um espaço euclidiano de dimensão 3, que deixa 
fixo um ponto. Então, o conjunto dos pontos fixos de T é uma re- 
ta. 


Demonstração. O operador ortogonal T*associado a T é pró- 
prio e distinto da identidade (pois T não é translação). Pelo lema 
2.5 o conjunto dos vetores fixos por T*é a reta [1€,], onde €, é 
um vetor próprio associado ao valor próprio +1. Seja r a reta 
[0 + 18;), onde 0 é o ponto fixo por T. Todos os pontos de r são 
fixos: de fato, se X=0 +18, 


T(X) = T(0) + T*(X-0) = 0+ Tx*(8,) = 0+12, = X 
Por outro lado, se X é ponto fixo por T, vem: 
X = T(X) = T(0) + T*(X-0) = 0+ T*(X-0) 


logo X-0= T*(X-0), istoé, X-0 é vetor fixo por T*, donde 
X-0=1€, e, portanto, XET. 


Definição 2.19. Um movimento rígido próprio de um espaço 
euclidiano de dimensão 3 que deixa fixos os pontos de uma reta 
denomina-se rotagáo em tórno dessa reta, A reta fixa denomina-se 
eixo de rotação, 


Definição 2,20. Chama-se ángulo da rotação T o ângulo do 
operador de rotação associado T*, 


Seja T uma rotação de eixo r e T* o operador ortogonal asso- 
ciado. Seja Ho plano vetorial ortogonal a dir r, tomemos A € re 
o plano T por A perpendicular a r. E claro que H = dir m. Sabe- 
mos que T* deixa H invariante e, como T(A)= A, T deixa o plano 
mfixo. Portanto, a restrição de T a mt é um movimento rigido T' em 
Tr. Ooperador ortogonal (T')*associado a T'é arestrição de T* a 
H, logo (T')* é operador ortogonal próprio, e, portanto, T! é rotação 
de centro A, O ângulo de rotação de T'é o ângulo de rotação de T. 


Teorema 2,5. Todo movimento rígido próprio T num espaço 
euclidiano E de dimensão 3 ou é umatranslação, ou é o produto de 
uma rotação por uma translação de vetor pertencente à direção do 
eixo de rotação. 


Demonstração, Seja T* o operador ortogonal associado a Te 
0 um ponto de E, 


lo, caso. T*é a identidade. Nessecaso, T é a translação de 
vetor T(0)-0, 


2o. caso. T* não é a identidade. Seja Z} vetor próprio de Tx* 
associado ao valor próprio +1, e Ho plano ortogonal a &. Tome- 
mos o plano T que passa por 0 e cuja direção é H. Podemos es- 
crever T(X) = (T(0)-0) + 0 + T*(X-0). 

Vamos decompor T(0)- 0 da seguinte maneira: 


T(0)-0 =  +7, com D, Edirm e D, 


pertencente ao ortogonal da direção de H, 
Definimos a aplicação 
TUX) = T(X)- 5%. 
T' é um movimento rígido, produto de T pela translação de vetor 
-Ba, que deixa fixo o plano m. De fato, temos (T')t= Tx, logo (T'p 
deixa invariante H, Mas 
T'(0) = T(0)-B¿ = T(0)-0+0-B, = 0+D, ET 
e, portanto, T é invariante por T', 
Seja T a restrição de T'an., Té um movimento rígido pró- 


prio, distinto da identidade, de m; logo T é uma rotação, Seja M 
o centro dessa rotação e designemos com r a retaperpendicular a 
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mpor M. Como T(M)=M e E, pertence a direção de r, T' é uma 
rotação de eixo Y, Chamando-se J a translação de vetor Da, vem 
T=7To T', e o teorema está demonstrado, 


Teorema 2.6. Todo movimento rigidoimpróprio T num espa- 
ço euclidiano de dimensão 3 ou é o produto de uma reflexão ao 
longo de um plano por uma translação de vetor paralelo ao plano 
de reflexão, ou é o produto de uma reflexão ao longo de um plano 
por uma rotação de eixo perpendicular ao plano de reflexão, 


Demonstração, Seja T* o operador ortogonal associado a T 
e seja 0 um ponto qualquer de E, Temos 


T(X) = T(0) + T*(X-0) 
lo, caso. Suponhamos que +1 é valor próprio de T*, Como 


det T*= -1 e, pelo lema 2,2, -1 é valor próprio de T*, existe uma 
base ortonormal (€,, Z2, 84) de V tal que 


T*(2,) = -2 
T*(Za) = Zə 
T*(2;) = Es 


Seja M o ponto médio do segmento [T(0), 0] e seja m o plano 


que passa por Me cuja direção é o subespaço gerado por Za e Ea. 
Vamos decompor (T(0) - 0) da seguinte maneira: 


T(0)-0 = B,+B2¿ onde D, Edirm e Do = 2, 


Temos: T(X) = 0 +3, + 32 + THX-0) Seja Ya projeção de X sô- 
bre o plano 1; vem: 


T(X) = 04D, +D2 + T((X- Y) + (Y - M) + (M-0)) = 


= 0 +D, +82 + (Y - X) + (Y-M) +45, - ¿Un = 


= 0+23, +20, +7, + (Y -X) + (Y-M) = 


NI 


= M+(Y-M)+(Y-X)+D, = Y +(Y-X)+3, 


Mas Y + (Y-X)= X' é o simétrico de X em relação a Tr. Logo 
T(X) = X' +B,, isto é, Té o produto da reflexão ao longo de mpela 
translação de vetor vı, que pertence à direção de T. 


20. caso. Suponhamos que +1 não é valor próprio de T*, 
Neste caso, existe uma base ortonormal (21, Z3, Z) de V tal que 


Tea) = -2 
Tra) = ads + bZ 


T+(8,) = cê, + dês 


Podemos escrever: T(X)=0+(T(0)-0) + Tx(x-0). Seja Mo 
ponto médio de ['!(U), 0] e tro plano que passa por Me cuja dire- 
ção é o subespaço gerado por da e Es. Seja 1' o plano que passa 
por 0 e é paralelo a m. Vamos decompor (T(0) - 0) da seguinte ma- 
neira: 


T(0)-0 D +Da, onde D, E dir e Da = 22, 


Vem: 
T(X) = 0+3,+D2 + T*(X-0). 


Seja S o movimento rígido cujo operador linear associado S*, 
em relação à base (ê,, ĉa, Z2), é dado por: 
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s*(8) = -& 
See) = Z 
Se) = Za 


e que deixa M fixo. 
É imediato que Sé uma reflexão ao longo de T. 
Seja R o movimento rigido definido por: 
R= Teg™ 


Lembrando que R* = Tx*(S7?)x* = Tesi, temos: 
R*(e,) = e, 
R*(e,) = Qlg + des 


R*(82) = ces + des 
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Vamos verificar que o plano 1! é fixo pelo movimento rígido R. 
De fato, se Z € m!', R(Z)= T(S*(Z)) = T(Z'), onde Z' é o simétrico 
de Z em relação ao plano me portanto Z'- Z = Dan Substituindo na 
expressão de T vem: 


R(Z) = T(Z') = 0+0 +82 + THZ'-0) = 
= 0+0, + U2 +T*Z'-Z)+T*Z-0) = 
= 0+D, +12 +(Z-Z') + T*HZ-0) = 
= 0+0, + T*(Z-0), 


logo R(Z) € r', 


Além disso, como as restrições de T* e R* à direção de 1! 
coincidem e não são a identidade, segue-se que a restrição de R 
ao plano é uma rotação. Seja A o centro dessa rotação. Conclui- 
mos então que R é uma rotação em tôrno da reta r que passa por 
A e é perpendicular am'. Sendo T = R- S, o teoremaestá demons- 
trado. 


Observemos que T possui um único ponto fixo, que é a inter- 
seção de ” com T. 


Exercícios 


1) Demonstre que dados um ángulo q e um inteiron > 1, existem 
n, e somente n, ângulos 8, tais que q =5»8, 


2) Demonstre que o produto de duas reflexões de um espaço eu- 
clidiano E de dimensão 2, ao longo de duas retas concorrentes, é 
uma rotação, Qual é o ângulo de rotação? 


3) Seja (0, €1,€2) um sistema ortonormal de coordenadas com 
orientação positiva, de um plano euclidiano orientado E. Seja T, 
a rotação de ângulo n/2 com centro na origem e T, a rotação de 
ângulo 3m/2 com centro no ponto (-1,0). Mostre que o produto 
T,T¿ é uma translação. Qual é o vetor dessa translação? 

4) Demonstre que todo movimento rígido de um plano é o produto 
de reflexões em número não superior a 3, 


5) Sejam T, e Ta duas rotações de um espaço euclidiano E de 
dimensão 3, em tôrno de eixos distintos e concorrentes. Em que 
condições T, Ta = T¿T,? 


6) Seja Eumespaço euclidiano orientado de dimensão 3 e (0,21,€ 2,83) 
un sistema ortonormal de coordenadas, com orientação positiva. 
Seja T uma rotação de E que deixa o ponto O fixo e leva os pontos 
de coordenadas (1,0,0) e (0,1,0) nos pontos de coordenadas (0,1,0) 
e (0,0,1). Determine o eixo de rotação de T, Escolha uma orien- 
tação para o eixo de rotação e determine o ângulo de rotação de 
Es 


ar 
o 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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